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[bookmark: _Toc203749564]引   言
[bookmark: _Hlk203486247]JJF XXXX-XXXX《测量模型建立和使用技术规范》是用于评定测量不确定度时建立和使用测量模型的指导性技术规范。
[bookmark: OLE_LINK25][bookmark: OLE_LINK52][bookmark: OLE_LINK53]本规范使用翻译法等同采用了“国际计量学指南联合委员会”（JCGM）编制的《测量不确定度表示指南——第六部分：建立和使用测量模型》（JCGM GUM-6:2020）。 
JCGM 是1997年由国际计量局（BIPM）主持成立的，它延续“ISO第四技术咨询组”（TAG4）的职责，负责编制两份计量领域非常重要的技术文件，即“测量不确定度表示指南”（GUM）和“国际计量基础和通用术语”（VIM）。目前，JCGM由8个国际组织组成，包括：BIPM、国际电工委员会（IEC）、国际临床化学和实验室医学联合会（IFCC）、国际实验室认可合作组织（ILAC）、国际标准化组织（ISO）、国际纯粹与应用化学联合会（IUPAC）、国际纯粹与应用物理联合会（IUPAP）和国际法制计量组织（OIML）。下设两个工作组，第一工作组负责编制GUM相关文件，第二工作组负责编制VIM相关文件。2008年，JCGM发布了“测量不确定度表示指南”修订版（主要纠正纰漏），文件编号为JCGM 100:2008。2017年，JCGM对其文件包进行了重新编排，将第一工作组已经完成或即将编制的全套文件命名为“测量不确定度表示指南”（即“GUM”），2020年，之前编号为JCGM 103的“GUM增补文件3”，首次作为该套文件的一部分发布，编号调整为JCGM GUM-6:2020。JCGM GUM-6:2020涉及测量模型的建立和使用，支持JCGM编制的与测量不确定度相关的系列文件，由JCGM第一工作组编制，相关国际组织和各国国家计量院进行了认真细致的审查。
测量模型构建的是输出量或被测量（待测量的量）与已知的测量输入量之间的一种关系。测量建模的主要用途包括：模型有助于加强对测量的定量化理解以及对测量的改进；通过模型可以在给定输入量值的情况下获得输出量的值，此外，模型不仅可以将不确定度从输入量传播到输出量，而且可以增强对不确定度主要分量的了解。正因如此，本规范所确立的主题是测量模型的建立与模型的实际使用。
测量的目的之一是帮助决策，而决策的可靠性和风险则取决于所获得的输出量的值及其不确定度，因此可以说，决策将取决于测量模型是否适当，以及有关输入量信息质量的高低。
尽管测量模型的建立主要取决于测量的本质，但提供建模方面的一些通用指南还是有可能的。测量模型可以是一个直接的数学关系，如理想气体状态方程，或者另一个极端，模型涉及的是一个开展评估的复杂数值算法，如信号峰值检测和峰值参数确定。
测量模型有多种形式：理论、经验或混合（部分理论、部分经验）形式，它可以有一个或多个输出量，输出量可以直接用输入量来表示，或者不可以。测量模型中的量可以是实数值量或者复数量。测量模型可以是嵌套的或者多阶段的，多阶段模型指的是某一阶段的输入量是上一阶段的输出量，正如测量标准传递或校准中出现的情况一样。测量模型可以描述观测的时间序列（包括漂移）和动态测量，也可以采取统计模型的形式。由此可见，本规范中“测量模型”概念的内涵比较宽泛。
建立或使用测量模型时需要做出一些重要的选择，其中，选择一个充分的或适用的模型极为关键，尤其是经验模型，需要进行相关函数族表达式（多项式、多项式样条或有理函数等）的选择（或参数化）。当在计算机上实施模型时，有些选择的数值表现可能远胜于其他选择。此外，模型选择引起的不确定度也需要考虑。
[bookmark: _Hlk203670542]在许多学科中都要求对基本测量模型进行扩展，以包含诸如测量中的温度修正等效应，从而保证所获得的输出量值及其不确定度的可靠性。
自1993年引入《测量不确定度表示指南》（GUM，编号JCGM 100:2008）以来，不确定度评定的实践不断拓展，更多类型的模型和方法得以使用。为了反映这一点，本规范还包含用于测量建模的统计模型的介绍（第11条），并在附件C中给出对随机变异建模的补充指南。
本规范与JCGM GUM-6:2020相比，主要调整如下：
本规范名称按相关要求改为“测量模型建立和使用技术规范”，其“引言”部分是在JCGM GUM-6:2020的Foreword和Introduction基础上整合而成，“1 范围和目的”部分对应于JCGM GUM-6:2020的Scope，“2 引用文件”部分中增加了对相关JJF文件的引用。JCGM GUM-6:2020中的A~F部分成为本规范的附录A~F。 
本规范是首次发布。

测量模型建立和使用技术规范
[bookmark: _Toc203749565]1  范围和目的
本规范适用于测量程序、作业指导书、技术规范和标准文件的制定者们，为其提供建立和使用测量模型的指南，并包含对测量模型充分性的评估。测量模型描述的是输出量（被测量）与已知的测量输入量之间的关系，通过模型可以获得被测量的值及其不确定度，模型还可用于设计研究、过程模拟，以及工程、研究和开发等方面。
本规范阐述了如何将相关的量纳入测量模型之中，这些量包括：1）与测量所依据的一个或多个现象，即测量原理，有关的量；2）与特定测量中出现的效应有关的量；3）与待测量的实物标准或样品的相互作用有关的量。
本规范提供的指南是按照工作流程来编排的，因而该指南也可以当作一个从头建立测量模型的模板来使用。具体的工作流程如下：首先，明确被测量（第6条）；其次，对测量原理进行建模（第7条），并选择适当的模型形式（第8条）；然后，通过识别测量及待测量的实物标准或样品中出现的效应（第9条），并增加到模型之中以扩展所获得的基本模型（第10条）。第12条还给出对所得到的测量模型的充分性进行评估的指南。如果本规范的使用者已建立了相当一部分的测量模型但要确认模型是否包含测量中出现的所有效应，即想要确认模型适用性的话，那么区分工作流程中的基本模型和完整模型将很有帮助。
鉴于JCGM 100:2008和JCGM 101:2008给出了如何赋予测量模型中量概率分布的指南，本规范第11条还阐述了如何建立和使用用于此目的的统计模型，作为对这些指南的补充。
使用测量模型时有可能出现包括取整和数值溢出等计算效应在内的数值问题。通过采用不同的模型表达方式使其具有良好的计算表现，往往可以缓解此类问题。当输入量之间存在相关性时，有时可以通过模型的重新公式化来消除某些相关效应。
本规范采用了不同计量学科的一些实例来对指南进行说明。
[bookmark: _Toc203749566]2  引用文件      
本规范引用下列文件：
JJF 1001-2011 通用计量术语及定义
JJF 1071 国家计量校准规范编写规则
JJF 1868-2019 采用国际计量规范的规则
JCGM 100:2008 测量数据的评定——《测量不确定度表示指南》 BIPM, IEC, IFCC, ILAC, ISO, IUPAC, IUPAP和OIML，计量学指南联合委员会；
JCGM 101:2008B 测量数据的评定——《测量不确定度表示指南》增补文件1——使用蒙特卡洛方法的分布传播，BIPM, IEC, IFCC, ILAC, ISO, IUPAC, IUPAP和OIML，计量学指南联合委员会；
JCGM 102:2011 测量数据的评定——《测量不确定度表示指南》增补文件2——扩展至任意数量的输出量，BIPM, IEC, IFCC, ILAC, ISO, IUPAC, IUPAP和OIML，计量学指南联合委员会；
JCGM 200:2012 国际计量术语——基本和通用概念及相关术语，BIPM, IEC, IFCC, ILAC, ISO, IUPAC, IUPAP和OIML，计量学指南联合委员会。
凡是注日期的引用文件，仅注日期的版本适用于本规范；凡是不注日期的引用文件，其最新版本（包括所有的修改单）适用于本规范。

[bookmark: _Toc203749567]3  术语和定义
JCGM 100:2008、JCGM 101:2008、JCGM 102:2011和JCGM 200:2012中的术语和定义适用本规范。
ISO、IEC和IUPAC维护的用于标准化工作的术语数据库，可访问以下网址：
IEC国际电工词汇(IEC Electropedia)  http://www.electropedia.org
ISO线上浏览平台  http://www.iso.org/obp
IUPAC“金书”  http://www.goldbook.iupac.org

[bookmark: _Toc203749568]4  约定和符号
本规范采用JCGM 100:2008、JCGM 101:2008和JCGM 102:2011中的约定和符号。附录A对本规范中使用的主要符号作了说明，其他符号和例子中使用的符号在第一次出现时均有解释。
本规范大多数例子中的数值都根据应用进行了适当的取整。由于取整的缘故，给出的数值之间常常存在不一致性。例如，8.1.6例子中给出的相关系数0.817，是采用计算机默认数值表示方法，计算两个标准不确定度和一个协方差得到的，假若改变计算机数值表示为3位有效数字计算，那么其值修正到小数点后三位将是0.822。
[bookmark: _Toc239325840][bookmark: _Toc203749569][bookmark: _Toc239325841][bookmark: _Toc9751360]5  基本原则
5.1 在很多情况下，被测量（见JCGM 200:2012的2.3）不是直接测得的，而是由其他量（见JCGM 200:2012的1.1）间接确定的，被测量与这些量之间通过一个诸如5.2中式(1)的测量模型（见JCGM 200:2012的2.48）关联起来。测量模型是一个或一组数学表达式（见JCGM 100:2008的4.1.2），包含所有已知的测量中涉及的量。通过测量模型，可以获得被测量的值（见JCGM 200:2012的1.19），并评定其标准不确定度。测量模型可以全部或部分地以算法的形式来规定。与被测量有关的量构成了测量模型中的输入量（见JCGM 200:2012的2.50），而被测量则构成输出量（见JCGM 200:2012的2.51）。
[bookmark: OLE_LINK1]5.2 许多测量是通过N个实值输入量X1, . . . , XN和单个实值输出量（或被测量）Y之间的一个实函数关系f来建模的，形式如下：
Y = f (X1, . . . , XN )                                            (1)
这种简单的形式称之为实显式单变量测量模型。实是指所有涉及的量都取实数值（而不是复数值），显式是指可以直接通过X1, . . . , XN的给定值计算出Y的值，单变量是指Y是单个标量。然而，这种形式并非适用于所有测量。当涉及复数值量时（见JCGM 102:2011的3.2），测量模型可以是复数的；当不能直接由X1, . . . , XN的给定值确定Y的值时（见13.5），模型可以是隐式模型；当包含一个以上的被测量，即Y1, . . . , Ym时，模型也可以是多变量模型。更多信息，请参见13.4和JCGM 102:2011。
例 圆柱体的体积
一个圆柱体的体积的测量模型为：
[image: ]
其中，输入量N=2个分别为圆柱体的长度L和直径d，对应于X1和X2，而输出量V对应于Y。
5.3 构建测量模型的过程可以分为以下几个步骤，将在相应条款中对每一步进行详细的阐述：
a) 选择和规定被测量（见第6条）；
b) 测量原理建模，建立适用的基本模型（见第7条）和选择适当的数学形式（见第8条和第11条）；
c) 识别测量中涉及的效应（见第9条）；
d) 必要时扩展基本模型，纳入考虑这些效应的项（见第10条和第11条）；
e) 评估所获得测量模型的充分性（见第12条）。
任何一个实例都可能需要多次经历上述过程，特别是c)之后的步骤。采用不同的顺序来实施上述步骤，效率可能更高或者效果更好。
5.4 如何采用测量模型来获得被测量的一个（或多个）值并评估其标准不确定度（或协方差矩阵），取决于模型的数学形式（见第13条）。JCGM 100:2008中主要考虑的是显式单变量模型并应用不确定度传播律（LPU），JCGM 102:2011给出的是将LPU推广应用于多变量模型和隐式模型的指南。对于非线性模型，JCGM 101:2008（单变量测量模型）和JCGM 102:2011（多变量模型）中的蒙特卡洛方法往往更适用（见第13条）。
5.5 测量模型是量之间的数学关系，遵守量计算规则[20]。量的符号也用于表示对应的随机变量（见JCGM 100:2008的C.2.2），其概率分布（见JCGM 101:2008的3.1）描述的是已有的对量的认识，因此，测量模型也可以视为涉及随机变量的模型，遵循数理统计规则。当仅使用期望值和方差（也许还有协方差）而非整个分布时，JCGM 100:2008的5.1和5.2中所述的不确定度传播律利用了随机变量变换的一个简单特性。
例 球形重物质量
一个由材料块加工而成的球形重物的质量由下式给出：
[image: ]
其中，d是重物直径，ρ是材料密度。
式(2)是一个公认的理想化的简单物理模型，仅适用于完美的球体，它将输出量（质量）与输入量（直径和密度）关联起来。与此同时，d和ρ也可以被视作随机变量，它们描述了相应物理量的已有信息，例如，采用游标卡尺进行的几何量测量的信息，以及从参考数据表中获得的信息，因此，式(2)也是描述如何将有关输入物理量的这些信息转化为重物质量m（被测量）的认知。
5.6 当要构建一个适用的测量模型时，所有已知的影响测量结果的效应都应加以考虑，遗漏其中某一个的贡献可能导致被测量值相关的不确定度过小[156]，与实际不符，甚至导致错误的被测量值。
9.3中将给出构建测量模型时的考虑因素，另见JCGM 100:2008的3.4。
5.7  测量模型的适用性可以涵盖测量之前所做的方方面面的考虑，包括实验室开展例行校准时的测量能力[85]（见JCGM 200的2.6）。适用性还涵盖给定不确定度水平的测量成本与不正确符合性决策所产生的成本之间的比较（另见JCGM 106:2012 [21]）。在合格评定术语中，被测量是一个“实体的质量特征”，根据统计学，它可以是
- “位置”的一个度量，例如，一个与诸如单个物体质量、质量误差（与标称值的偏差）或一批物体平均质量等实体相关的量；或者
- “分散性”的一个度量，例如，制造过程中一批物体质量的标准偏差。
5.8 建立测量模型时应考虑输入量和输出量可能的量值范围。模型应能在所需的输入量范围内，为所有输出量提供可信的估计值及其不确定度，并应根据具体情况加以规定。测量模型只应在其已开发和经过充分性评估的所有量值范围内使用，见13.2。
5.9 要规定测量模型有效域（另见5.8），就要识别测量模型中涉及各量的定义域的限制条件。有些量必须是正的（或至少是非负的），有些量可能有上、下限。两个或更多的量之间可能存在相关性，这也需纳入测量模型之中。
例 受限制的量
— 正值量，例如，质量和体积；
— 有上、下限的量，例如，质量分数只能取0和1之间的值；
— 具有相互关系的量，例如，某天然气中所有组分（碳氢化合物和其他分子）的相对比例（分数）之和是一个常数。
此类量有时可以通过变换来重新表达，例如，用θ表示一个无约束的新实量，则：
[bookmark: OLE_LINK6]— 正值量q可重新表达为q = θ2；
— 介于a和b之间的量q可重新表达为q = a + (ba) sin2θ；以及
[bookmark: _Ref239303163][bookmark: _Toc239325851]—和等于1 量q1和q2可表示为q1 = sin2θ和q2 = cos2θ。
[bookmark: _Toc239325845][bookmark: _Toc239325850][bookmark: _Toc203749570]6 规定被测量
6.1 被测量的选择取决于测量目的，并且还可能要考虑目标测量不确定度（见JCGM 200的2.34）。可能有其他测量过程和被测量，合适的选择取决于测量结果的具体应用。
注 一些被测量可能与时间有关，如10.6和附件B中的情况。
例 圆柱形部件的直径
[bookmark: OLE_LINK7]在几何量计量中，圆柱形部件的直径通过其正截面轮廓的信息确定。若该部件为需装配于活塞-缸体组件的气缸内部的圆柱形活塞，那么被测量就是轮廓最小外接圆（MCC）的直径。图1（左）所示的是一个带凸起轮廓的MCC。
如果考虑的是汽缸部件，需内含活塞-气缸组件中的圆柱形活塞，那么被测量就是轮廓最大内切圆（MIC）的直径。图1（右）所示的是一个带凸起轮廓的MIC。
[image: ]图1：波瓣轮廓（用粗线表示）的最小外接圆（用细线表示，左侧蓝色）和最大内切圆（用细线表示，右侧红色）
[bookmark: OLE_LINK8]由于生产相应零部件所采用的加工工艺，轮廓呈现呈现凸起。进一步的信息请参见参考文献[68]（“校准指南6”）。参考文献[6]描述了一种求解的“标准形式”，即通过将问题表达为带有线性约束的优化问题来确定MCC和MIC。
6.2 考虑到任意给定的目标测量不确定度，应充分明确地规定被测量，使得对所有与测量有关的实际用途来说被测量的值都是唯一的。法规、立法或合同中可能包含与被测量有关的条款，这些文件通常通过引用国际标准（如ISO或IEC标准）或OIML建议书等方式，对被测量进行适当程度的规定。一般而言，完整的被测量规定中往往包含空间位置和测量时间，或诸如温度和压力等参考条件的技术说明。
例 量块长度（另见13.3中的例子）。
量块（中心）长度的定义为：当量块处于20 ℃的温度下，其一个端面的中心点到与接触对面端面的平面之间的垂直距离。
6.3  在材料测试中，被测量通常是一整块待分析材料的某些特性，而所获得的测量结果要求对从中取样进行测量或测试的整块材料（总体）都有效。在这种情况下，可以通过一个采样和测量过程来获得测得值，此时对被测量的规定中往往还包含诸如采样或样品处理引起的不确定度等。这些方面通常会在采样计划中加以考虑（参见ISO/IEC 17025 [100]等）。另见6.1。
例1  洛氏硬度
洛氏C硬度的定义为：根据ISO 6508测得的硬度值，使用金刚石锥形压头和1471 N的力下获得[9，95]。规定与某材料洛氏C硬度相关被测量的可能方式有，材料（或其样品）上某一特定时刻指定点上的硬度值，以及材料的平均洛氏C硬度，后者通常是通过某一特定时刻（材料本身或其样品上）若干指定点上的平均值获得的。只有当样品（和材料）对材料预期用途来说是基本均匀且稳定的，对被测量“材料洛氏C硬度”的规定才是充分的。
例2  排放量监测
与排放物中某组分相关的两个可能的被测量，一是取样时其质量浓度，二是某日历年内的总质量。在电力生产相关领域，排放常常还按每单位产能排放的质量来量化。
例3  生物材料测量
对于一批待测生物材料，被测量可能与材料的某个特定样品、一组样品、测量所采用的方法、执行测量的实验室或参与测量的一组实验室有关。
6.4 被测量的说明中往往需要描述测量结果有效的条件。
例1  催化活性
酶的催化活性取决于pH值、温度和其他条件，因而被测量的完整说明中需要规定这些条件。
例2  天然气热值
天然气的热值（或更正确地表述为，燃烧焓）是温度和压力的函数，因而在规定被测量时需要说明相关的温度和压力，比如，参考条件可以是288.15 K和101.325 kPa [87]。通常采用的是合同约定的参考条件。
6.5 适当的话，测量程序应解决如何将测量结果从测量条件转化为报告结果的条件。
例1  量块长度（另见13.3中的例子）
几何量计量的标准参考温度是20 °C [86]。这个标准参考温度值是精确的，但即便采用最精密的温控系统，实验室温度亦仅能趋近此值。因此，在6.2的例子中的量块长度测量模型中还应包含一个长度修正项，修正基于i) 参考温度和实验室温度（如23 °C）之间的温度差及ii) 该范围内的平均线膨胀系数。即使当实验室温度显示为20 °C且修正值为零时，仍然存在一个非零的不确定度。
例2  天然气体积
天然气的体积是在输送管线中气体的表计压力和温度下测量的，而体积需按照合同双方商定的压力和温度参考条件进行报告。将表计条件下的天然气体积转化为参考条件下的体积，涉及表计和参考条件下天然气的压缩因子及其他因素，转化也是测量模型的组成部分之一。
6.6 一般而言，同一被测量可以用不同的模型来表达，这主要取决于为确定被测量所选的测量原理。但是，即使在相同的测量原理之下，该原理实际实施方式的不同、测量描述的详细程度，以及从众多可能中选择的特定数学表示形式，都将导致不同的模型。
例 玻尔兹曼常量的SI值
玻尔兹曼常量的SI值[125]是依据声学气体测温法、介电常量气体测温法和约翰逊噪声测温法等3种不同的测量原理获得的，每一种原理分别对应多种测量方法，每一种方法都有一个特定的测量模型。此外，即使使用相同方法的实验室之间，由于方法的实际实施方式不同，以及识别效应的详细程度不同，其模型也可能存在差异。
6.7 最终，测量模型根据参与测量的人员的认知描述被测量的实现。由于某些未识别的效应没有被纳入测量模型之中，该描述可能无法完全代表被测量，因此被测量估计值的不确定度中也不包含这些效应的贡献。
例 质量比较
[bookmark: OLE_LINK14][bookmark: OLE_LINK17]在现代质量比较仪中，标准砝码W的质量，是通过（比如在真空中）比较W和参考质量标准R在当地重力加速度和的影响下施加在比较仪盘上的力和来确定。比较仪盘通过伺服机构保持恒定高度。在大多数应用中，可以安全地假设，因而模型简化为，其中是比较仪的示值，项被消去。
当称量过程中两个标准的重心处于同一高度时，假设是正确的，根据目标不确定度要求，该假设也可能足够适用。若此条件不满足，则需扩展模型，通常需要对参考标准质量引入修正项（作为测量模型的附加输入量），形式如下：

其中，是当地重力加速度的相对垂直梯度，是所比较的标准重心之间的高度差。虽然修正项的不确定度通常可以忽略不计，但修正本身可能显著。当在比较密度差异极大的材料（如硅、不锈钢和铂铱合金）制成的最高等级的标准（因而尺寸不同，有时形状也不同），就属于这种情况。若模型中忽略了该修正，则意味着对被测量的描述不完整，从而导致一个相对于正确规定被测量的误差。在比较不锈钢标准和铂铱合金原器时，该误差值大约为，与被测量估计值的标准不确定度的大小处于同一数量级。
[bookmark: _Toc203749571]7 测量原理建模
[bookmark: _Toc203749572]7.1 概述
依据测量原理（见JCGM 200的2.4）可以建立一个基本模型，它通常是建立在一个科学定律或多个定律的组合之上。一组输入量，即测量所依据的定律中出现的那些量，由此测量原理得出。
注 在如ISO和IEC发布的许多标准化测试方法中，测量原理已通过一个或多个数学公式的形式进行描述。
例 质量测量的简单理论模型
使用弹簧秤来测量砝码的质量。在平衡状态下，弹簧所施加的恢复力与之间的关系为，其中为重力加速度。根据胡克定律，与弹簧伸长量和弹簧常数的关系为，因此，将质量与伸长量、弹簧常数和重力加速度关联的理论测量模型如下：

利用关于、和的可用信息，就可以获得关于的认识。由于胡克定律只适用于伸长量足够小的情况，所以该测量模型只应限制在此范围内使用。对于给定的值，恢复力与弹簧伸长量保持正比关系的最大质量定义了测量模型的有效域（见5.8）。
[bookmark: _Toc203749573]7.2   理论、经验和混合测量模型
7.2.1  理论测量模型以科学理论为基础，描述测量模型中输出量与输入量之间关系。
	例1 阿伏伽德罗常量的SI值
[bookmark: OLE_LINK2]	阿伏伽德罗常量是普适比例常量，描述任意样品中实体的数量与相应的物质的量关之间的关系：

在SI单位制中，阿伏伽德罗常量具有精确的值，  [125]。测定该值的最准确方法之一是X射线晶体密度法(XRCD)[110]。在XRCD中，所用样品是近乎完美的单晶同位素富集硅球（99.99 %的28Si）。样品中硅原子的数量为，其中和分别为硅球的体积和包含8个原子的单原子晶胞体积。硅的物质的量为n(Si) = m/M，其中m和M分别为球的质量和硅摩尔质量。因此，阿伏伽德罗常量的定义可表示为：

此式即为描述XRCD实验测量原理的基本模型。
	例2 压力天平产生的压力（续见8.1.4）
	压力天平产生的压力p由以下隐性测量模型给出：
                   （3）
其中，m是施加的总质量；和分别是空气和施加质量的质量密度；是当地重力加速度； 是活塞-气缸组件在零压力和参考温度下的有效面积；是活塞-气缸组件的形变系数；是温度系数；是摄氏温度； 是参考温度，如20 ℃[113]。该模型一共有8个输入量 、 、 、 、  、 、  、 ，以及一个输出量p。
7.2.2 有些情况下，测量原理只能通过经验模型的形式表达。此类模型中，被测量通常以包含可调参数的数学函数等形式表示，如多项式、多项式样条或有理函数。此类模型通常以统计模型形式呈现（见第11条）。函数参数的估计值可以由参考数据表（参见8.3.3 中的例2）提供或通过数据分析（如最小二乘法回归）获得，同时需提供对应的标准不确定度和协方差。
例 工业铂电阻温度计
[bookmark: _bookmark22]标称阻值为100 Ω的铂电阻温度计，也称为Pt100传感器，用于工业中准确测量温度。传感器的电阻R作为摄氏温度t的函数，在 [200 °C, 800 °C]的区间内使用以下Callendar-Van Dusen经验方程[51]建模：
       （4）
其中，= 100 °C是参考值，没有不确定度；R0、A、 B和C通过校准确定，典型值为，，和 。
当给定输入量R0、A、B、C和R的值时，由式(4)给出被测量的值，因此这是一个隐式测量模型（见13.5）。
7.2.3 大多数测量模型都是混合型的，即融合了理论模型和经验模型的双重特性。即使整个测量原理都建立在科学理论的基础之上，测量过程中涉及的诸多量仍常需要纳入测量模型，并通过经验模型建模（另见第9条和第10条）。
例 灯的光谱辐照度：混合模型
钨丝灯光源通过电流加热灯丝发光，该过程的主要物理原理是热源辐射。在一阶近似下，灯的工作方式类似于黑体辐射源，而黑体源的光谱辐射度可通过普朗克函数建模：

其中，λ为波长，T为黑体温度，系数和c2可以用基本物理常量来表示[5]。
由于钨丝灯并非理想的黑体源，所以应考虑钨丝的发射率和灯泡的透射率的影响。对于作为标准光源的钨丝灯， 其光谱辐照度随波长平稳地变化，可通过关于λ的多项式与普朗克函数的乘积建模。（光谱辐照度与辐射度通过一个与几何形状相关的恒定因子相关联。）此类函数被称为普朗克多项式函数[41, 79]：
                      (5)
修正因子是一个关于λ的p阶经验多项式函数，a1, ... , ap为其可调参数，使用回归分析对模型(5)进行适当数据的拟合可估计这些参数的值。
[bookmark: _Toc203749574]7.3   微分方程模型
7.3.1  科学、工程和医学中领域应用的许多理论模型用微分方程表达，描述了某些量随时间和其他量变化的速率[152]。有些情况下，微分方程仅用作开发更简单模型的基础。
例 汽液平衡状态下的蒸汽压
[bookmark: _bookmark26]8.1.4的例1中使用的蒸汽压方程是克劳修斯-克拉佩伦关系的解，是一个微分方程：
                                 （6）
[bookmark: OLE_LINK32]其中，p为压力，即被测量；T为汽液平衡体系的热力学温度；∆s和∆v分别为两相之间比熵差和摩尔体积差[11]。
7.3.2  在涉及微分方程的测量模型中，被测量通常是这些方程中系数的函数，而这些系数往往基于经验数据应用统计方法进行估计（另见第11条）。在该过程中，通常需要多次求解这些方程，且一般采用数值方法进行解算，并采用类似于JCGM 101:2008中所述的蒙特卡洛法来评定不确定度[31, 55, 137, 153]。
例 流感传染的SIR模型
在一个拥有n=327名居民的孤立村庄中，流感季前11周内，流感疫情期间每周报告一次病例数分别为：(1，0)，(8, 0)，(15, 4)，(22, 26)，(29, 61)，(36, 67)，(43, 42)，(50, 40)，(57, 23)，(64, 13)，(71, 5)。每一数据对中的第1个元素代表自本季开始以来的天数，第2个元素代表当日已知的流感患者人数，例如，第一数据对表示在第1天有0个病例，而最后一对数据表示在第71天有5个病例。
基础SIR模型[102]描述传染病在人群中传播过程，没有考虑疫情期间出生或死亡情况，将人群在每一时刻t划分为三个子集：易感但尚未患病的人群S(t)，感染人群I(t)，以及已经从传染病中恢复不再具有传染性的人群R(t)。三类人群的数量加起来等于人口总数，即S(t) + I (t) + R(t) = n，并满足联立微分方程：
，，              （7）
给定非负初始值S(0)、I (0)和R(0)。在模型的参数中，表示感染者平均病程持续时间，基本再生数是我们感兴趣的参数，表征完全易感人群中单个感染者的直接传播的平均人数。假定时刻t的实际病例数N(t)是一个随机变量，服从均值为I(t)的泊松分布，模型就变得完整了。
为计算β、γ和S(0) 的最大似然估计值，需要求出使泊松概率密度（对应于有报告病例数的11天的每一天）的乘积达到最大的参数值，这些分布的均值分别为I(1)、I(8)、. . . 、I(71)。由于方程(7)无法解析求解，所以在最大化过程中每次需要评估似然函数时，也必须采用数值方法求解这些微分方程。由此获得的参数估计值为和，因而 。图2（左）所示的是观测数据、模型拟合曲线，以及观测到流感病例数的相同日期的拟合值。

[image: ]
图2：左图是观测到的病例数（大红点）、经校准的模型（蓝实线），以及与观测到的病例数相对应的预期病例数（小蓝点）；右图是由蒙特卡洛法从R0分布中抽取的大小为1000的样本的概率密度曲线，其中蓝点标记的是最大似然估计值，阴影面积占曲线下方总面积的95%，红色水平粗线段代表传染数的95%包含区间。
通过参数自助法（parametric bootstrap）[53]——一种蒙特卡洛方法来评定基本再生数的不确定度。该方法要求重复K次以下步骤：(i) 从11个泊松分布中各抽取一个样本值，这些分布的均值对应方程(7)在参数,以及时的解；(ii) 基于生成的模拟数据，再次通过最大似然法估计相同的参数，并计算相应的基本再生数的值。由于重复次数相当大，所以该方法的计算量极大。 
按上述方法从R0的概率分布中抽取一个中等大小（K=1000）的样本（图2右），其标准偏差为0.12，此值作为R0的标准不确定度u(R0)。从样本中得出的R0的95%包含区间为2.2至2.7。
[bookmark: _Toc203749575]8  选择测量模型的形式
[bookmark: _Toc203749576]8.1   概述
8.1.1 同一测量原理可以产生不同的模型，因此实验人员往往需要从多种可能的模型形式中选择合适的一种。本条提供有关测量模型选择准则的指南，第13条中还将举例说明一些模型形式。
8.1.2  测量模型应涵盖所有相关和可用的信息，选择模型形式时应考虑以下几个方面（进一步的信息或具体的指南，请参见相应条款）：
可靠理论形式的可用性 应考虑在多大程度上可基于测量原理，通常为成熟的科学定律，建立模型。相较于经验模型或混合模型，基于可靠科学原理的模型通常需更少的充分性验证工作量。参见第7条和第12条。
目标测量不确定度 目标测量不确定度不仅会影响适用的近似程度，并且还将影响需考虑的修正项数量（参见JCGM 200的2.34）。
简洁性 选择易于实施的模型形式，这一点非常重要。简洁表征有助于避免实施中的错误。在这一方面，采用子模型（见8.4）可能有用。参见 9.2。
测量范围  模型应在输入量和输出量的预期使用的整个量值范围内适用，参见5.8。必要时，将测量范围划分为几个子范围，每个子范围内采用不同的模型，参见7.2.2中的例子。另见第12条。
不确定度的主要来源  当不确定度的主要来源是输入量的测量时，与输入量关联不确定度的模型最适用。当主要的不确定度与观测值中不可预测或随机的变化有关时，包含性能数据的模型通常更为合适。参见附件C.5。
相关性  相较于为了数学简洁性而采用物理量的抽象函数的模型，通过物理量直接解释生成的系数或参数值的模型用户更容易应用。
简约性  若统计模型需拟合数据，则模型中不应包含不必要的项，此问题常通过模型选择的统计过程解决。参见11.10。
可用信息  如果存在可用的关于测量程序性能的完整数据，就有可能使用简化的测量模型。参见10.3和附件C.5。
数值准确性  模型应尽可能数值“适定”，即不受计算精度限制的不利影响。参见8.6。
解的稳定性  一些需数值求解的模型（尤其是一些特定表示形式）可能导致数值计算不稳定。首选具有稳定解的模型。参见8.6。
计算成本  相较于要求大量计算工作的模型（参见13.5和13.6），易于以足够高的准确度来评估或求解的模型（见13.3和13.4）往往更受欢迎。
8.1.3   8.1.2中列出的几个方面通常互不兼容，例如，最简单的模型很少是最准确的，数学形式最易于处理的模型可能难以解释。因此，模型的选择需根据具体优先级权衡。首要考量是模型能否提供有效的估计值及其测量不确定度。当存在目标测量不确定度时，模型应能够提供与之相符的结果。
8.1.4  应考虑选择最适用的模型形式，因不同模型可能适合于不同目的。以下给出的例1中涉及两种模型，其选择是根据为不同物理特性提供数据做出的。例2说明的是当隐式模型能更自然描述测量过程时，使用隐式模型也不失为一种明智的选择。它还强调指出，隐式模型在代数运算还是在数值求解方面都有可能优于显式模型更。13.5中有关微观球形颗粒壳层厚度的例子展示了隐式模型无法转化为显式模型的情况，此类情形也很常见。
例1 饱和蒸汽压（另见7.3.1）
[bookmark: _bookmark34]饱和蒸汽压p与热力学温度T的依赖关系常被用作测定和预测流体体积特性的基础。微分方程，即克劳修斯-克拉佩伦方程(6)，定义了饱和蒸汽压曲线的一阶导数。安托万方程是该方程的一个解[7]，其测量模型形式为：
                           （8）
其中，p0是参考压力；A、B和C是系数，通常通过蒸汽压数据的最小二乘拟合获得。
克劳修斯-克拉佩伦方程另一个不同的解是克拉克和格莱乌方程[34]，提供了另一种蒸汽压数据与热力学函数关联的测量模型：
      （9）
其中，R是气体常量；Θ是参考温度；∆G0(Θ)和∆H0(Θ)分别是在温度Θ下气液两相的摩尔自由焓差和摩尔焓差；∆C0是两相之间的摩尔热容差。
在声明温度范围内，测量模型(8)可以方便地在实验不确定度以内复现实验数据，并充分内插蒸汽压数据。而需从此类数据中推导热力学特性时，则优先采用测量模型(9)。
例2 压力天平产生的压力（另见7.2.1中的例2）
[bookmark: _bookmark37]7.2.1中例2的表达式(3)是一个隐式测量模型，定义了压力天平产生的压力p。该模型可等同表示为一个关于p的二次方程：
ap2 + bp + c = 0	                               (10)
其中，
, , 
其解为以下显式模型：
                          （11）
式(11)是方程(10)的两个根中的正根，因a是正的而4ac是负的。另一个负根没有物理意义。另见8.6.5中的例4。
在某些情况下，也可能需要使用以下测量模型：


即以二次（或更高次）多项式替换原测量模型(3)中的1+λp项。
因而，输出量p对应至少为3次多项式方程的根，此时要导出p的显式测量模型更加困难（对于4次以上的多项式，则根本不可能）。另见参考文献[40]。
对于本例来说，若当前需求允许近似，可将式(3)右侧的p替换为名义值[113]，测量模型可视为显式（见13.3）。
也可以考虑使用更加完整的测量模型[113]，例如，在模型中纳入说明表面张力效应的修正。
8.1.5 在校准中，响应变量和激励变量之间的关系常通过低次多项式，通常是直线（1次多项式）建模。ISO/TS 28038:2018[99]和参考文献[37]中提供的关于使用多项式特定表达式的指南（另见附件D），可以帮助我们确定适当的多项式次数。另见8.3.3中的例2。
注 许多领域中有专门的指南文件或国际标准，为多点校准选择合适的（多项式）模型提供建议。
8.1.6  当存在多个输出量时，模型通常应视为多变量模型（见13.4和13.6）而非独立的单变量模型（见13.3和13.5），因为通常需要了解各输出量估计值协方差。此类需求常见于后续建模、不确定度评定和包含区域的确定（见JCGM 102:2011），若忽略此类协方差，通常会导致不确定度声明无效。
例 化学物质测定的标准加入法
标准加入法是一种常用的估计各种化学物质浓度的方法。该方法将样品分成若干等分，向其中加入已知质量的标准品，并测量这些加标样品的分析反应。通过数据建立直线回归方程，该回归线的截距和斜率的比值可估计待分析样品中分析物的含量。常常忽略截距和斜率之间的协方差，从而导致由标准加入法获得的估计值的不确定度过小[121]。
某水样中与溴化物分析相关的数据如下：
质量分数增量 x/mg g−1	   	0      47.8     95.6	      142.8      190.7
仪器响应 y             1.775   2.676    3.578        4.418      5.316
待分析水样中溴化物的质量分数的测量模型为w = a / b，其中a和b是直线回归y = a + bx的系数。应用普通最小二乘法得到两个系数的估计值分别为和，其相关的标准不确定度和协方差为：

或者，也可以报告其相关系数。如果将直线回归系数视为两个单变量模型独立获得的输出量，则w的估计值为，通过不确定度传播律得出其标准不确定度为。然而，如果（正确）考虑a和b之间相关性的话，则标准不确定度将显著增大，。
需要着重指出的是，在本例中，进行直线拟合之前不能对数据进行“平均值中心化”（即对x进行平移使得平移后x值的算术平均值为零），否则会导致相关系数为零，且拟合直线的截距与所要求的值不同。
[bookmark: _Toc203749577]8.2    适用性和近似性
8.2.1  在理想情况下，基本测量模型应描述已知适用于输入量和输出量真值的科学定律或关系。然而在实践中，测量模型通常只是理想关系的一个可行且适用的近似。这是因为，尽管这种关系可能已知，但它也许过于复杂或不便于实际使用，另一种情况是，尽管这种关系可能未知，但经验近似足以满足预期目的。在某些实例中，可在少数场合使用一个接近于理想关系的近似，同时日常使用则采用稍逊但更实用的模型。
8.2.2  一般而言，仅因便利性选择模型通常不可取，例如，模型能够简化分析或者有现成软件支持。在特殊情况下，如果分析困难，或者没有可用的软件或软件难以开发，这样做是可以接受的。在这种情形下，若使用简化模型，应尽可能量化因简化导致的被测量估计值关联不确定度，并在测量模型中加入一个相应的项。有关模型的不确定度，参见11.10。
[bookmark: _Toc203749578]8.3    模型的表达和变换
8.3.1 参数化
参数化是指以量或参数的形式表达或表示测量模型（无论是理论模型还是经验模型）的过程。对于某些模型（尤其是理论模型），保留参数的上下文含义是至关重要的。有些参数化形式可能更便于操作，有些更符合工作实践，有些则在数值上更可靠（参见8.6）。在计量学中，常对测量模型的参数进行变换或重新参数化，以便以另一种形式重新表达测量结果，以达到交流的目的，或产生一个更为简单（或数值上更加稳定）的计算。对于后者，计算结果将被转换回原来的公式。参数变换之后，建立和传播不确定度时需格外谨慎（参见8.3.6）。
例1 笛卡尔坐标(x, y)下的直线表示
直线在笛卡尔坐标中可表达为：
y = a + bx	(12)
其中，参数为a和b，a是y轴上的截距，b是斜率。该参数化适用于描述量之间的函数关系。
例2 极坐标(r, θ)下的直线表示
同一条直线也可以表达为：
x sin θ + y cos θ = ρ
其中，参数为θ和ρ，θ是直线与水平方向之间的夹角，ρ是直线到原点的最近距离。该参数化在直线近乎垂直的几何问题建模可能比较有用，此时b趋近于无穷大而θ仍有限。
8.3.2  重新参数化
测量模型的重新参数化是使用一组与原始参数存在某种依赖关系的新参数。在输入量值不变的情况下，重新参数化后输出量值也保持不变。
例 平移坐标系下的直线表示
直线(12)的另一种表达方式是使用平移坐标：
y − y0 = a0 + b(x − x0)	(13)
[bookmark: OLE_LINK4]其中，参数为a0和b，x0和y0以某种便利方式选定。直线表达式(13)表示为y = (y0  a0  bx0)  bx，可揭示初始与新参数化之间的关系，斜率参数b保持不变。有时采用平移和缩放坐标系来表示直线也有用，：
[image: ]
其中x0和s需合理选择。
8.3.3  回归中的应用
假设 (i)表示具有潜在直线关系的实测坐标值，相较于式(12)，此时使用式(13)往往更可取，因为它能够更好地避免计算中不利的数值效应。
例1 漂移电阻标准（另见10.6.4）
10.6.4中的直线回归是基于平移缩放量：

而非原始量R。y的值yi（10.6.4的表5中给出）的范围为17.900 8至18.691 6，相应R的值Ri范围为200.003 580至200.003 738。前者的动态范围为1.04（范围端点值之比），比后者（动态范围为1.000 000 8）更易处理。


例2 热电势
[bookmark: _bookmark49][bookmark: _bookmark50]本例说明，多项式函数的切比雪夫表达式[37]明显优于常用的单项式表达式。对于[50 °C, 1064.18 °C] 区间内的摄氏温度ϑ，S型热电偶参考函数中热电势的单项式和切比雪夫表达式（附件D）分别为：
                （14）
第一个表达式是参考文献  [83]中给出的，第二个是第一个重新参数化的结果。式(14)右侧的变量t为：
                         （15）
其中Tr (t)表示t的r次切比雪夫多项式（见附录D）。在单项式形式中，非零系数估计值的最大和最小值之间相差1021倍，并且保留至12位有效数字（12S）：大概是考虑到使用这种特定表示形式时需谨慎处理。表1第2栏中给出了保留5位有效数字的值。
表1：S型热电偶多项式系数的估计值
	r
	初始， /mV °C−r
	比例化，
	归一化，
	切比雪夫，

	0
	0
	0
	4.303
	4.639 1

	1
	5.403 1 × 10−3
	5.749 9
	5.527 8
	5.371 1

	2
	1.259 3 × 10−5
	14.261 8
	0.478 4
	0.370 6

	3
	−2.324 8 × 10−8
	−28.017 4
	−0.054 3
	−0.072 9

	4
	3.220 3 × 10−11
	41.300 5
	0.220 6
	0.037 1

	5
	−3.314 7 × 10−14
	−45.239 0
	−0.163 7
	−0.013 0

	6
	2.557 4 × 10−17
	37.144 7
	0.021 6
	0.002 2

	7
	−1.250 7 × 10−20
	−19.331 0
	−0.024 9
	−0.000 4

	8
	2.714 4 × 10−24
	4.464 8
	0.025 2
	0.000 2


[bookmark: OLE_LINK39]近年来，ITS-90已采用了缩放变量q = ϑ/B，在本例中，B=1 064.18 °C为定义区间的上限端点，此时，，其中。该缩放意味着求和中第r项的贡献大不超过|dr|。以mV为单位的E值通常要求保留到小数点后3位（3D），表1第3栏中给出了系数dr的估计值，保留小数点后4位（多一位），这显然好管理得多。另一种做法是使用变换式(15)，其中ϑmin = −50 °C，ϑmax = B，可以将变量归一化到[−1, 1]的区间中。表1第4和第5栏中分别给出了从参考文件[35, 158]中获得的相应系数br的估计值及切比雪夫系数ar的估计值，保留到小数点后4位。
图3绘出的是参考函数(14)。图中曲线略有弯曲，但存在的非线性不容忽视。以表1中的原始变量或缩放变量表示的单项式表达式中的估计系数未体现出图3中曲线略微弯曲的迹象。然而与此形成鲜明对比的是，对于归一化形式和切比雪夫形式，前两个估计系数显著主导，表明校准函数具有明显的线性（直线）成分。第7阶或第8阶切比雪夫系数可近似置零，保留小数点后3位的话，它们的贡献将非常小，从而 多项式次数从8降为至6。此类简化逻辑不适用于其他多项式表达式。

[image: ]
图3：温度和热电势之间的关系
8.3.4  简单变换
有些测量模型仅涉及相关量的简单变换（“变量变换”）。
例 对数和线性格式
在射频和微波电子计量中，常对无量纲反射和传输系数（散射参数或S参数）进行对数和线性表达之间的变换。对于n端口电气器件，其表达式为：

其中，是（复值）线性S参数的模，是对应的对数损耗（即回波损耗或衰减），单位为dB。  
定义为：

其中，x和y是线性S参数的实部和虚部。
[bookmark: OLE_LINK45][bookmark: OLE_LINK43]在本例中，x和y的测得值为和，相关的标准不确定度为。由此获得|S|的估计值 ，的估计值为：

这些数值典型用于近匹配（即低反射）器件的线性反射系数测量。
应用不确定度传播律（LPU）（JCGM 100:2008的5.1.2）得到：
    （16）
为评估公式(16)中标准不确定度的适用性，采用JCGM 101:2008所述的蒙特卡洛法来评定该不确定度。假定x和y为独立服从正态分布，其均值分别为和，标准偏差分别为和，而且x和y之间没有相关性，采用蒙特卡洛方法进行M = 108次试验，获得的结果列在表2第3栏中，它们与第2栏中的结果存在显著差异。
表2：基于不确定度传播律（LPU）和蒙特卡洛方法（MC）的对数变换的数据和结果
[image: ]
这些试验生成的M个 值可用于构建直方图，按JCGM 101:2008的7.5.2所述经适当的缩放后，该直方图可近似作为的 概率密度函数（PDF）（随着M的增加，近似效果会改善）。与GUM假设的正态分布不同，这个PDF是不对称的。在此类情况下，蒙特卡洛方法预计更可靠。
现假设（而不是0.010 0），相应结果列于表2的第4和第5栏，此时LPU与JCGM 101:2008结果的差异显著缩小，这是因为，支撑LPU的测量函数一阶泰勒展开的近似程度在更小的区间更优，而且PDF的偏斜程度也更小。
一般情况下，不建议使用对数量（如dB）进行不确定度计算，在进行不确定度评定之前，应先将对数量变换为等效线性格式。
8.3.5  非线性关系
当反映两个变量间关系的数据图显示潜在非线性行为时，通常可通过对原始数据进行变换使其“更趋线性化”，因而线性回归技术能更有效地应用于此类数据。这种情形下的重新参数化涉及这样一个事实：变换后数据的直线表达式与原始数据的表达式不同，此类变换通常会改变问题的统计结构（见8.3.6）。
8.3.6  对不确定度的影响
对不确定度传播来说，并非所有代数等效模型的表现都必然相同，因为其在统计中并不等效。代数变换需伴随相应的统计变换，以确保所获得结果的完整性。有些情况下，使用不确定度传播律（JCGM 100:2008的5.1.2）来达到这一目的可能不足。由于不确定度传播律基于模型的线性化，若误差原本服从某种分布，变换后问题中的误差通常会服从不同分布。变换会影响所涉量估计值的不确定度或涉及此类模型的统计回归分析中的权重。参见8.3.4中的例子。
注 变换亦会影响用于表征涉及量的概率分布[129]。
例 纳米颗粒铅吸附模型的重新参数化
朗缪尔（Langmuir）吸附模型[111]描述吸附剂表面上溶质的物质的量浓度Γ与接触液相中溶质的物质的量浓度c之间的理论关系：
                    （17）
其中，K是朗缪尔结合强度系数，（被测量）Γmax是吸附剂的最大吸附容量。常采用朗缪尔模型的重新参数化形式，即对模型(17)两边取倒数，将1/Γ表示为1/c的线性函数：
                          （18）
模型参量1/Γmax和1/(ΓmaxK)可通过线性回归获得。尽管模型(17)和(18)数学等效， 但Γmax的估计结果存在差异。
如果c的测得值等于：
0.20 mmol L−1,  0.25 mmol L−1, 0.33 mmol L−1, 0.60 mmol L−1,  2.00 mmol L−1
则相应的Γ的测得值等于：
9.4 mmol g−1,  11.1 mmol g−1,  13.9 mmol g−1,  20.0 mmol g−1,  33.3 mmol g−1
为了说明问题，假设c和Γ相互独立，并且忽略Γ和c的测量不确定度，基于式(17)，通过非线性最小二乘法回归得，其标准不确定度为。
基于式(18)，通过普通最小二乘法（OLS）拟合得出，其标准不确定度为，取倒数之后，相应地，其不确定度为。
模型(17) 还存在其他几种线性化的形式。需要强调的是，如果变换后的不确定度是使用不确定度传播律（前提是线性化足够准确）获得的，那么重新参数化可能会对结果产生显著影响。尽管两个模型代数等效，但对它们进行OLS处理的假设不同。式(17)的OLS处理假设Γ值的分散性服从正态分布，而式(18)的OLS处理则假设1/Γ值的分散性服从正态分布。这两个假设是不同的。
虽然本例中两种方法获得的Γmax值相在其标准不确定度范围一致的，但其他情形下的结果可能并非如此。
8.3.7  测量模型的显式和隐式形式
当隐式表达式可变换为显式表达式时，可能存在一种优选形式，具体取决于实际应用场景。有时隐式形式更具优势，即便可推导显式形式，，因其可能具有更优的数值特性。
例 圆的表示
在几何量计量的几何形状评估中[6]，以(a, b)为圆心、半径为r的圆上某点的坐标(x , y)的方程可写成隐式形式：。则y可表示为其他量的函数，其显式形式为：。由于减法抵消作用，当|x − a| ≈ r时，上述显示表达的应用就会出现问题。另一种表达圆的简便方式是使用参量：

该参数化形式对于0到2π之间的θ值和所有的坐标(x, y)均适用且数值稳定。
[bookmark: _Toc203749579]8.4  多阶段测量模型
8.4.1  在计量学的分步程序中，中间测量的量常自然应用于后续测量，程序的每个阶段可通过输入量和输出量构成的测量模型描述。此类测量模型构成多阶段测量模型并按此形式使用。等效地，整个程序有时也可方便地通过单阶段测量模型描述，可能涉及不同数量的量。
8.4.2  多阶段模型亦为传递链的一个自然产物，理想情况下，所有测量均通过传递链与相关SI单位关联。为正确评定某一特定阶段中输出量估计值的不确定度，有时需结合当前阶段与先前阶段进行考量，这就意味着，可能需要将相应的测量模型视为单一多阶段测量模型考虑。实例之一是质量和力测量，为了正确评定空气浮力修正对于当前校准的输出估计值的不确定度的贡献，必须考虑传递链各阶段中体积和质量间的协方差 [118]。
例1 一根绳子有多长？
考虑使用钢卷尺测量绳子长度L的建模问题。不可避免需引入理想化和近似处理。参考文献[15]中给出一种涉及较少因素的简单处理方法。被测量是长度L，它取决于多个输入量，包括观测绳长及该长度修正项，而这些量绝大多数是用其他量表示的。测量模型的形式如下：
绳长	=	观测绳长 (A)
	+	钢卷尺长度修正 (B)
	+	绳长修正 (C)
	+	测量过程修正（D），
其中，
	(A) 观测绳长
	=
	多次重复观测的平均值(Q11)

	(B) 钢卷尺长度修正
	= 
	[由于钢带钢卷尺校准不完善导致的长度偏差(Q21)
+ 拉伸导致的钢卷尺伸长量（如果是收缩而不是拉伸，这个修正为负值）(Q22)


                                                + 钢卷尺弯曲导致的卷尺有效长度的减少(Q23)]×对钢卷尺热膨胀的乘法修正 (Q24)


	(C) 绳长修正
	=
	绳子偏离直线导致的有效绳长的减少(Q31)

	
	
	+  收缩导致的绳长的减少（如果是拉伸而不是收缩，这个修正为负值）(Q32)

	(D) 测量过程修正
	=
	绳端磨损使钢卷尺和绳端无法对齐而导致的长度偏差(Q41)

	
	

	+ 卷尺和绳子不平行导致的长度偏差(Q42) 
+ 卷尺读数导致的长度偏差(Q43)


因此，测量模型的符号表示为：
L = Q11 + (Q21 + Q22 + Q23)Q24 + (Q31 + Q32) + (Q41 + Q42 + Q43)
每一个输入量Qij都有一个估计值及标准不确定度，或者基于可用信息以适当概率分布表征。例如，(a) 对于观测绳长对应的量Q11，基于重复观测数据，采用缩放平移t分布（见JCGM 101:2008的6.4.9）；(b) 对于量Q23，采用基于圆弧模型的分布。在10.4.3的例1中将继续讨论本例。
Q23的分布与卡方分布有关，且期望值非零，这是因为卷尺弯曲对输出量的最小影响为零。这种复杂程度在测量绳子长度时非必需，但适用于其他特定应用场景。
本例中的模型可视为多阶段模型，其中钢卷尺长度修正、绳长修正和测量过程修正由子模型描述。
例2 光谱数据确定峰面积
光谱学的一项要求是探测信号中的峰并确定诸如面积和位置等峰参数。通过数据第一次平滑可减少信号中的噪声影响。峰面积可通过两阶段或单阶段模型处理。
两阶段模型 在第一阶段中，使用窗口函数，如矩形或三角形形式，对带标准不确定度的数据进行滤波处理。滤波结构为一组平滑值及其标准不确定度和协方差。其中至少有一部分协方差非零，这是因为滤波数据依赖于原始数据。该阶段涉及显式多变量模型（见13.4）。
在第二阶段中，基于滤波数据建立线性函数，如峰面积。为了评定峰面积的标准不确定度，要显式使用第一阶段确定的滤波数据的标准不确定度和协方差。该阶段涉及显式单变量模型（见13.3）。
单阶段模型 在单阶段模型中，通过明确合并上述两个阶段，峰面积直接表示为未滤波数据的函数，因此，无需考虑上述第一阶段生成的协方差。这种单阶段模型是单变量显式模型（见13.3）。
两种方法的数学表述如下：
两阶段模型   在第一阶段中，光谱信号的数据y通过窗口函数进行滤波。滤波结果为向量z = C y，其中矩阵C是窗口函数。如果y的协方差矩阵为Uy，则z的协方差矩阵为（见JCGM 102:2011的6.2.1.3）。在第二阶段中，通过滤波数据z的线性函数获得结果，如峰面积。p的方差为 。
单阶段模型  当两阶段合并为单阶段时，表达式为和。合并计算中不涉及协方差矩阵Uz。
信号通常叠加在背景上，该背景通过恒定、倾斜或弯曲基线估计，并在峰值处理前从原始信号中扣除。这种扣除操作会引入额外相关性。
8.4.3  校准（见11.4）是多阶段模型的重要实例，其中校准函数的确定与其后续使用分阶段进行。当一个实验室确定校准函数而另一个实验室使用时，分阶段处理是必要的。当存在多个校准参数（如校准系数）时，必须向下一阶段提供参数协方差及其标准不确定度。若可能，合并阶段可避免处理这些协方差。实例之一是8.4.2中的例2，大量协方差需从第一阶段传递到第二阶段。另一个实例是8.1.6中的例子。有时通过变量替换可提供模型的替代表示形式，从而避免使用协方差，见JCGM 100:2008的附件H.3。
[bookmark: _Toc203749580]8.5  与模型选择相关的不确定度
若认为测量模型的选择对被测量估计值的影响与该估计值的不确定度相比显著，就应该仔细地检查模型的选择。对于某些模型类别，比如多项式校准等模型项数取决于可用数据的情况，目前存在关于模型选择的指南[99]。统计模型中的模型不确定度，参见11.10。通常，关键考量在于充分认知该问题及其潜在影响。另见 8.2.2.
[bookmark: _Toc203749581]8.6  数值准确度损失及其补偿
8.6.1  在数值计算中，即使所用公式或算法在数学上正确，但由于不适用于当前任务，仍可能导致不准确性。这种不准确性可能出现在多个领域，例如，基本统计计算（如一组数据的平均值和标准偏差）、数据的多项式拟合、简单公式求值等。导致此类行为的具体原因，包括减法抵消引起的有效数字丢失、舍入误差累积，以及计算机下溢或上溢。
8.6.2 在计量学中，普遍需要评估以公式形式给出的测量函数。公式可见于论文、报告、数据表、程序、技术说明、指南、标准文件等。它们用于表示量之间的理论和经验关系。计量学家理应有权期望权威来源提供的公式适用于其开发目的，即该公式可直接手动计算或可靠地计算机实现。然而，忠实实现某给定公式未必总能获得预期数值准确度，尤其相较于使用数学等效的其他公式。某些情况下，数值准确度损失可能不可接受。
8.6.3 由于本指南中考虑的计算多由计算机完成，因此计算过程自然采用所有可用的数字位数（通常计算机字长约是16位十进制数）。此位数通常足以提供满足实际所需数值精度的测量结果，然而，，某些公式或算法可能因8.6.1中所述的原因导致计算出来的测量结果的数值准确度不足。合理的参数化选择有助于避免此类问题。
8.6.4  如果测量结果还要用于后续计算，需确保传递至后续计算的数值应保留足够高的数值准确度。根据8.6.3，计算应尽可能使用计算机内部表示的数值，而非出于报告等目的取整后的数值。常见场景为，第一步使用校准函数获得校准系数的估计值、不确定度和协方差，第二步利用此信息提供给定响应值及其不确定度对应的激励值及其不确定度。此时如果使用第一步的取整值，可能导致激励值及其不确定度的数值准确度不够高。
8.6.5  数值准确度的损失通常可以补偿，尤其是预测到计算结果可能受到不利影响时。在某些情况下，重排、简化或重新参数化数学表达式，可以显著提高计算结果的数值准确度。尽管提供详尽建议超出了本指南的范围（属于数值分析的范畴[162]），但以下例子中展示了可能出现的数值问题及其解决方案。建议使用高质量数学软件库。
例1 计算均值和标准偏差中的减法抵消
对于一组数值xi  (i = 1, . . ., n)，可能是某量独立重复观测结果，其均值和方差（标准偏差的平方）的公式如下：
                     （19）
这两个公式数值稳定。另一个数学等效的公式是：
                                （20）
该公式不适用于高精度计量数据，因其具有潜在的数值不稳定性[39]。若数据前位十进制数字相同，应用式(20)之后通常会损失位十进制数字。
测量重复性条件下使用比较法获得的一组以克为单位的质量数据[17]，：
	1 000.000 712 2
	1 000.000 712 3
	1 000.000 712 6
	1 000.000 712 7

	1 000.000 712 8
	1 000.000 712 8
	1 000.000 712 9
	


若计算中使用16位有效十进制数字的话，式(19)给出的s2为7.11014 g2，式(20)给出的s2为3.11010 g2 [84]，两者相差约4个数量级，相应的s值分别为0.27 µg和18 µg。后者显然错误，因为用来计算s的数据间差异小于1 µg。原因是式(20)中因微小的数值取整误差导致灾难性减法抵消：式(20)括号中的两项分别为7.000 009 976 603 555106 g2和7.000 009 976 603 553106 g2，仅在小数点后第15位上相差2。
第二组质量测量数据实例如下，同样以克为单位：
	1 000.000 094 8
	1 000.000 095 0
	1 000.000 095 0
	1 000.000 095 0

	1 000.000 095 0
	1 000.000 095 1
	1 000.000 095 0
	


对于这组数据，式(19)给出s2 = 8.11015 g2，式(20)给出s2 = 3.11010 g2。式(20)再次发生了灾难性减法抵消，竟然将方差计算为一个不可能的负数。式 (20)括号中的两项分别为7.000 001 329 800 062106 g2和7.000 001 329 800 064 106 g2，仅在小数点后第15位上相差−2。
这两组数据前9位十进制数字相同，不稳定式(20)预计将损失18位数字。由于只有16位十进制数字可用，因而可以预见由此计算出来的s2无正确位数，s也如此。
当xi值的数目n非常大，比如106或107，如同分布传播的蒙特卡洛实现（见JCGM 101:2008）时，直接使用式(19)的话，需存储所有xi并进行两次数据遍历，第一次计算，再计算s2。在这种情况下，表达式（19）的增量式、"单遍"形式可参阅文献[76，第4章]，它们提供与式(19)相当的数值精度，但内存占用更小。
例2 用于求值目的的多项式形式不当
考虑在6次多项式146, 第125页]的一个极小值区域进行求值。 该函数为凸函数，在区间中部呈现近乎平坦特性。图4所示的是在区间[0.99, 1.01]内的等间距选取的101个x值时的求值结果，相邻点之间以直线相连。可以看出，其行为相当不稳定，完全不同于低次多项式预期应有的平滑特性。此不规则性源于多项式计算值的大幅相对数值误差。
单项式形式的多项式为：
[bookmark: OLE_LINK9]p(x ) = 1 − 6x + 15x 2 − 20x 3 + 15x 4 − 6x 5 + x 6	(21)
此形式用于生成“锯齿”曲线。在附近求解式(21)时发生了显著减法抵消：在x=1附近，多项式中各单项（如15x2和−20x3）的大小都在1至20之间，而p 值却非常小，例如，x=0.99时，p为10-13量级，因此对这个x值来说，很多位（大约14位）数字都丢失了。
[image: ]
图4：使用数值稳定和不稳定公式（不规则曲线）求解的多项式，相邻求解点之间用直线相连
多项式p(x)实际是(1 x )6的展开式，此形式非常适合直接求解，图4中的平滑曲线即基于此表示形式生成。
若使用式(21)求解的根，如隐式模型所需，图中显示出许多由噪声函数值引起的伪“零点”（不规则曲线和水平线的交点），更严格地说，图中存在许多对相邻的点，其函数计算值符号相反。
[bookmark: OLE_LINK10]当确定p的极小值点，类似问题也会出现。由于使用形式(21)导致函数值中引入噪声，将返回一个较差的极小值估计。实际上，该函数存在多个局部极小值。此外，这可能导致极小化程序运行困难，该程序通常针对光滑连续可微函数设计。这个函数虽然数学上具备所有这些特性，但在浮点运算中其数值表现并非如此。
例3 几何平均值求解中的下溢和上溢
需计算n个正数的几何平均值[38]。当每个都近似等于0.5，且n=2 000时，使用“自然”公式 获得的几何平均值在IEEE算法[84]（大多数计算机实现的算法）中会因下溢导致计算结果为零，而正确结果应近似等于0.5。此困难可通过计算后取指数解决。另一方面，如果每个都大于1，比如近似等于2，且n=2 000，那么“自然”计算将导致上溢，而改进方法仍可提供可靠值。
例4 一元二次方程的根
教科书中一元二次方程求根公式在数值上并非始终最优。考虑8.1.4中的例2，当参数a、b和c满足特定条件（例如，、、）时，式(11)因减法抵消可能导致获得的p值在数值上并不准确，从而不适用。对于给定的输入估计值，推荐如下方法来构建输出估计值：设一元二次方程(10)的两个根为z1和z2，且，由于该应用中方程的系数a和b为正，所以利用一元二次方程根乘积的特性，通过 和来求解z1和z2（没有减法抵消）。 
[bookmark: _Toc203749582]9 识别测量产生的效应
9.1 描述测量原理的基本模型[5.3的步骤b]只在理想条件下成立。该模型通常需扩展以涵盖测量实际实施中产生的效应。需识别这些效应并将其纳入模型，以获得适用于目的的测量模型 [5.3的步骤c和d]。
例 当地重力加速度
当地重力加速度g（被测量）是通过自由落体实验由绝对重力仪测定的。在该实验中，物体从静止状态在重力作用下下落一段距离h，测量原理基于模型h = gt2/2或与之等效的模型g = 2h/t2，其中t是下落时间。这个模型是近似的，仅在真空中严格成立。实际应用中，模型中需引入一个附加修正项以补偿空气摩擦对物体运动规律的影响。该修正项与空气密度、物体横截面积及其体速度的平方成正比。这些量无论是通过实验确定还是通过其他方式估计，本身都是不确定的，其不确定度对修正项的不确定度有所贡献，因而贡献给被测量的不确定度。此外，由于g在距离h上并非严格恒定，模型在这一点上也是近似的，可以构建一个更加细致的模型以考虑这种效应。
9.2 测量产生影响（见9.3）通常根据对其已有认识纳入测量模型。第9.3、9.5及第10条中提供了扩展测量模型的指南。
9.3 识别测量实际实施中产生的影响是构建适用模型最具挑战性的任务之一。需要考虑但不限于来自以下影响的贡献（对照参考文献[15]）：
· 被测量规定的实现；
· 测量建模中的近似和假设；
· 测量条件；
· 外部影响（包括环境影响）；
· 测量系统漂移；
· 测量标准和有证标准物质；
· 测量结果适用的实物标准、物体或材料；
· 被测实物或材料的不稳定性或不均匀性；
· 采样；
· 样品制备；
· 校准；
· 模拟和数字测量系统的读数；
· 系统分辨力或鉴别阈；
· 仪器调零，以及
· 观测值的变异与相关性。
注1 这些效应未必相互独立。
注2 通常更切实可行的做法是评估并将这些效应的组合纳入模型，而非单独评估各个效应。
9.4 在执行测量程序时，需将诸多因素控制在规定范围内。原则上，所有这些因素均应纳入测量模型。
9.5 可以通过使用因果图，也称石川图或“鱼骨图”[61-63]，辅助识别测量中的影响因素。附件E中简要介绍了因果图及其在测量建模中的应用。
[bookmark: _Toc203749583]10 扩展基本模型
[bookmark: _Toc203749584]10.1  概述
10.1.1扩展基本模型以涵盖9.3中识别的效应有多种方法。细化基本模型的目的是使其更加完善，从而包含所有对测量结果有效应的量和效应。将某效应纳入模型时应做两个重要选择：
a) 将该效应建模为对基本模型中输入量观测值有影响的效应还是对输出量观测值有影响的效应；以及
b) 该效应能否被充分描述以便进行修正。
10.1.2 测量产生的效应通常可描述为对一个或多个输入量有影响的效应。因此，宜将此类效应针对受影响的输入量进行建模。另一种常见的情形是效应无法轻易描述为对输入量的影响时，此时应将其作为对输出量的影响纳入测量模型。此类情形普遍存在于各类产品和材料的测试，亦见于标准物质生产中的批次均匀性或稳定性的评价[97]。10.2中将进一步阐述此建模选择。
10.1.3 考虑某效应能否被充分描述以便进行修正时，区分以下两大类效应是很有用的：
认识充分的效应 许多效应可通过测量或估计获得足够小的不确定度以改进测量。另外一些效应则可能已知其不确定度显著小于目标测量不确定度。这些已知或易于测量的系统效应在此称为“认识充分的效应”。
认识不足的效应 其他效应虽已知存在，其大小甚至符号在特定测量中难以判定。这些效应包括随机效应，一般情况下，特定随机效应的每个实例都会产生不同的偏差。类似地，某些系统效应因高度依赖各个不同测试项目的未知特性而难以测量或充分表征以便在特定测量中进行修正。所有这些效应都无法有效修正，而它们对测量不确定度的贡献却可能比较显著。这些效应被认为是“认识不足的效应”。
第10.3和10.4条中将提供扩展基本测量模型以纳入这两大类效应的指南。
注 以上分类仅为讨论方便。由于分类依赖于给定场景下对特定效应的理解程度，因此，在某种情况下被认为是“认识不足”的一个效应，会因测量研究的深入，在其他情况下被视作“认识充分”的效应来建模。
[bookmark: _Toc203749585]10.2 在基本模型中添加效应
10.2.1 输入量常可描述为多个其他输入量的函数，如下例所述。
注  这种建模形式亦称不确定度评定的“自下而上”方法 [3] 。
例 基于制备数据计算质量浓度
假设某溶液中物质的质量浓度是由物质的质量m和溶液的体积V计算而得的。按分析化学常见方法，用天平测定m，用容量瓶测定V。测量模型的形式如下：
                                    (22)

其中，γ表示质量浓度。溶液的体积受到注液重复性及温度的效应，并主要取决于容量瓶的体积，为此引入两项和分别表示这些效应，即：
 
可以将此表达式代入测量模型(22)中以纳入这些效应。
物质纯度的效应可以通过建立包含纯度w修正的m的表达式建模。如果纯度修正已知，则

其中，是通过称量物质计算的质量。 的测量模型通常包含称量空容器和装有物质的容器时天平的读数及其他。《Eurachem/CITAC指南》[63，附录A中的例A1]中提供了一个完整实例。

10.2.2  另一种常见的情况是当抽样、样品制备或测量系统等的效应更方便通过输出量评估的情形。
注  这种建模形式亦称为不确定度评定的“自上而下”方法[3]。
例 煤的灰分含量
煤的灰分含量（以质量分数表示）是温度的函数。然而，由于煤样转变为灰分所涉及的化学反应的复杂性，无法通过数学描述这种关系。根据灰化条件，产生的灰烬有不同的组分， 因而有不同的质量。
实验室评估温度效应的方法是，在重复性和（实验室内）复现性条件下，在若干天内对来自同一煤炭的一组实验室样品重复进行试验，以评估重复性和复现性，所得标准偏差与煤的灰分含量有关。尽管温度效应无法描述为灰分含量和灰化温度（波动）之间的关系，但它将作为与输出量相关的精密度项的一部分被纳入测量模型。另外，通常通过有证标准物质或能力验证留存样品评估是否需要在模型中纳入一个偏倚分量。
10.2.3  效应建模的数学形式主要取决于该效应在相应量的量值范围内大小是否保持恒定或是否存在其他确定关系。如果存在既定函数关系，就应采用此关系，或者如果能够证明其适用于目的，应采用此关系的简化形式。
例1 溶液体积
通过使用体积膨胀系数可以将液体的收缩或膨胀描述为温度的一个函数 [63]。由于膨胀系数在较大的温度范围内通常也是温度的函数，因此，取决于制备溶液时考量的温度范围，可能需要采用不同的数学表达式。
例2 空气浮力
空气浮力可描述为被称量物体体积和空气密度的函数，而空气密度可通过CIPM 2007公式计算，该公式将空气密度与压力、温度、相对湿度和二氧化碳物质的量分数相关联[135]。简化形式的修正采用一个恒定且带有适当不确定度的空气密度值来反映全年空气密度的变化。
[bookmark: _Toc203749586]10.3  认识充分的效应的建模
10.3.1 认识充分的效应对被测量估计值的影响大小可确定，且可考虑实施有效修正。此类效应通过引入诸如修正值或修正因子（见JCGM 200的2.53）等输入量将其纳入测量模型，分别补偿加性效应（绝对）或乘性效应（与被测量成比例）。输入量相关的不确定度描述了对修正值或修正因子已知程度的残余怀疑。某些输入量本身可能已知取决于其他更多的量，此时测量模型将以一组扩大的输入量表示，或者等效地，这些输入量可视作多阶段测量模型中其他测量模型的输出量（见8.4）。
10.3.2  在许多情况下，修正值或修正因子可通过表示导致这些效应的物理现象的数学表达式描述。
例 质量测量中的浮力
如果7.1例子中的质量测量在空气中进行，则需引入由空气浮力引起的加性修正项， 其中为空气密度，为砝码体积。模型变为：

[bookmark: OLE_LINK18]体积通常根据给定参考温度（= 0 °C或= 20 °C）下确定的已知值，并考虑通过测量时的温度t及砝码材料在t和 之间的温度范围内的平均热膨胀系数α进行修正：

此表达式可直接纳入模型，或作为多阶段测量模型的子模型（另见8.4）。类似方法适用于其他输入量。

10.3.3  如果效应和相关量之间无已知关系，通常通过实验，比如方法评估或方法验证研究，确定其依赖关系[100]。此外，还应考虑到这样一种可能性，即所研究的效应产生的不确定度分量在所考虑的引起效应的量值范围内并不一定是恒定的。为此，应通过完善的实验提供该量值范围内的数据，以评估不确定度分量的最佳的近似是与被测量的值无关或成比例的分量，或是与被测量之间存在某种其他关系的分量。在第一种情形下，应将效应作为加性项建模，而在第二种情形下，则应选择乘法因子。
10.3.4 认识充分的效应对应的修正必须以数学表达式形式纳入测量模型。如何确定修正的（未知）值是一个选择问题，主要取决于目标不确定度。修正值可以在测量过程中通过实验确定，或者根据其他信息估计，或者在修正不影响被测量估计值的情况下，加性修正取零，乘性修正取1。无论修正值如何，测量模型中的修正对被测量估计值的不确定度都有贡献。
10.3.5 在测量模型中不纳入已知值的修正而扩大不确定度的做法不科学，已被废止（见JCGM 100:2008的F.2.4.5）。
10.3.6  评估修正所付出的努力越多，对其了解就越深，获得的不确定度也越可靠。简化测量模型，如忽略修正或对于更复杂的效应仅引入一个简单近似修正，可以大大减少表征测量和评定其不确定度所需的努力。然而，忽略效应或近似处理导致的额外不确定度一般比对效应进行必要的表征和修正之后获得的不确定度更大、更不可靠。
例 质量测量（续）
在10.3.2的例子中，温度可通过测量获得，或基于对实验室条件的先验知识取为tref。根据决策不同，或者具有非零值，其不确定度等于估计值的不确定度；或者的值为零，其不确定度更大一些，取决于实验室已知的温度波动。另外，空气密度也可实测，当前技术水平下测量的相对不确定度为10-5量级，或者取平均值，其相对标准不确定度通常介于0.1 %和1 %。
10.3.7 上述讨论可以解释一个表面上的矛盾现象：当同一类测量分别在最高准确度及工业水平下进行时，前者使用完整模型，包含所有通过实验确定的修正；后者因目标不确定度更大，大多数修正通常根据其他信息估计（B类评定），或者直接“忽略”，因而模型仅保留少数项，但每项的不确定度显著增大。这导致同一类测量中，包含大量修正项的模型反而能给出比包含较少项的简单模型更小的不确定度。这种看似反直觉的现象源于这两种情况下为评估修正所付出的努力不同。
10.3.8 有时候，已知会影响测量结果的效应只能用无法在测量中通过实验确定的修正值（或修正因子）表示，此时，修正的估计值及其不确定度，则可从方法评估或方法验证研究等产生的先验知识中获得。在某些情况下，当对某量（如浓度）的不同值进行测量时，估计的修正值及其不确定度还可能取决于该量的特定值。
例 化学测量中的回收
化学中感兴趣的成分（分析物）常嵌入在其他分子的复杂混合物（基体）中。许多测定分析物浓度（被测量）的分析方法都需要将分析物从基体中分离出来，而实际所测量的量是去除基体后分析物的浓度。如果测量值是使用忽略了未完全去除效应的测量模型获得的，则会产生系统误差[52]。不完全去除的修正通常采用乘性回收因子描述，其值通过测量基体中分析物浓度已知的标准物质的实验估计。回收因子纳入分析物浓度的测量模型，并考虑因子估计值的不确定度，其中包含与标准物质的值相关的不确定度。
[bookmark: _Toc203749587]10.4 认识不足的效应的建模
[bookmark: OLE_LINK21]10.4.1 与10.3中认识充分的效应不同，尽管认识不足的效应已知存在，但其在具体测量中的大小甚至符号知之甚少。虽然无法有效修正这些效应，但仍需将其纳入测量模型，因为它们对被测量估计值的不确定度有贡献。
例 认识不足的效应的实例包括环境条件、样品之间的效应、校准标准和待测样品间的不匹配、测量之前对测试品的处理，以及取样、样品转换和次取样的效应。
10.4.2  认识不足的效应的实例还包括不同操作者、极限范围内的测量条件、不同实物标准和子样品等引起的效应。这些导致被测量值的分散性的效应应纳入测量模型。除非方法验证、留样或实物标准的重复观测或质量控制数据显示显著的批次间或测量间的效应（也见JCGM 100:2008的附录H.5），否则评定此类条件下输入量估计值的标准不确定度通常是适合的。尤其是，长期效应往往更显著，应使用方差分析等适当技术来评定此类复现性效应。将随机变异纳入测量模型至关重要，这样才能对这些效应产生的不确定度进行切合实际的评定。附件C中将讨论随机变异的建模问题。
[bookmark: OLE_LINK22]10.4.3  有关认识不足的效应的可用知识被正式封装在一个随机变量中（见5.5），其期望值对于加性效应为0，对于乘性效应为1，其标准偏差合理地表示了该效应的不确定度。这种随机变量不会改变被测量的估计值，但对估计值的不确定度有贡献（另见9.3中的注2）。
注  如果相关测量可建立复现性，则复现性研究是表征认识不足效应的有效方法。精密度数据使用指南见附录C.5。
例1 一根绳子有多长？(续8.4.2例子)
除Q11外，测量模型中的所有量均为修正项。除Q23和Q24外，所有修正项都是加性且估计值为零。Q23的估计值等于赋予它的卡方分布的（非零）期望值，而Q24的估计值为1，它是模型中唯一的乘性修正项。
例2 陶瓷器皿的镉释放量（另见附录F中的例子）
陶瓷器皿释放的镉的量通常通过原子吸收光谱法测定。陶瓷器皿单位面积浸出的镉的质量r的测量模型 [63，附录A的例A.5] 为：

其中，0是萃取液中镉的质量浓度，VL是浸出液体积，aV是容器表面积，d是稀释系数。更为完整的模型如下：
                  （23）
其中，facid、ftime和ftemp为乘性修正因子，分别表征酸浓度、消化时间和温度效应。
输入量的估计值及其相对标准不确定度见表4。估计值的相对标准不确定度由方法验证数据等提供[63, 例A.5]。
本例中没有进行稀释，d精确为1。根据表4中所列的相对标准不确定度[63, 附录A的例A.5]，计算得。
表4：镉释放量测量模型的估计值及相对标准不确定度
[image: ]
[bookmark: _Toc203749588]10.5 共享效应
10.5.1 在许多情况下，同一效应会作用于测量模型中的两个或更多个输入量，从而引入相关性。此类效应可能源于同一测量系统、物理测量标准或参考数据。
例 共享温度效应
使用某温度计确定输入量的估计值所需的温度修正，同一温度计也用于确定输入量的估计值所需的类似的温度修正。在这种情况下，量和（严格地说，其关联随机变量）可能显著相关。
10.5.2 被测量依赖的原始输入量集合有时可通过重新定义，将两个或多个原始共有的量作为附加独立输入量纳入测量模型。在10.5.1的例子中，可将定义温度计校准函数（用于确定温度修正）的量作为附加独立输入量纳入，此时测量模型就可用独立量表示。然而，有些情形下保留协方差比增大输入量的数量更便捷。许多情况下，由于信息不足，无法消除相关性。当测量标准在某个实验室校准后，又在另一个实验室开展后续校准时，就可能出现这种情形（另见8.4.3）。
10.5.3  共享效应引起的相关性对于建立适当的测量模型有影响，并对评定被测量估计值的不确定度有影响。宜在多阶段模型框架中描述此类共同效应（见8.4.1和8.4.3）。在此框架下，两个输入量和均依赖于量（共同的系统效应），则有，， 尽管实际上中的一些量可能只出现在其中一个函数而不出现在另一个中。
例 串联校准电阻
[bookmark: _bookmark10]10个标称阻值的电阻，通过与同一个1 kΩ标准电阻比较进行校准，比较的不确定度可忽略，校准证书表明标准电阻RS的标准不确定度。将这些电阻通过电阻可忽略的导线串联，获得标称值为10 kΩ的参考电阻。测量模型为：
                               （24）
设电阻的校准关系为：
                                   (25)


[bookmark: _bookmark12]其中，为电阻比，其相关的标准不确定度通过重复观测获得。根据不确定度传播律[JCGM 100:2008的5.2]，的方差及和 R_j的协方差分别为：
           （26）
实际应用中，当所有非常接近于共同值，且其标准不确定度极小时，式(26)简化为：

对所有i和j均成立，此时相关系数为：

根据JCGM 100:2008的5.2.2注1中的公式，相关的标准不确定度为：


若忽略相关性，即应用独立量的不确定度传播律（JCGM 100:2008的式(10)），得出：
这个结果不正确，小了3倍。
由于主导不确定度为所有电阻测量共有的的相关不确定度，因此确定不同 产生的误差几乎完全相关，最终电阻实际上是的一个已知倍数（ ），其对应的不确定度放大了10倍。忽略相关性导致 的错误结果，因为假设了各电阻测量误差之间独立变化。
式(24)和 (25)构成了二阶段模型的简单实例。第一阶段以RS和αi为输入量，Ri为输出量；第二阶段则以Ri为输入量，Rref为输出量。将式(25)代入式(24)即可得到单阶段模型。
[bookmark: _Toc203749589]10.6  漂移及其他时间相关效应
10.6.1  许多测量标准会随时间呈现漂移。用作参照对象的测量标准通常不会在使用之前立即进行校准。每当使用测量标准时，都需对其值及标准不确定度进行更新，以反映自上次校准以来测量标准可能的变化。校准结果的历史记录可提供测量标准直至最近一次校准期间的变化信息。通过将适当模型拟合到随时间变化的标准的记录值，可推断出使用时刻测量标准的值及其标准不确定度。
10.6.2  通过绘制关注量的时间历程图，可判断测量标准是随机波动还是存在线性或非线性的趋势。对于维护良好的测量标准，采用如10.6.4的例子中所述的线性漂移模型通常适用。
10.6.3  任何解释性模型都应包含表征时间效应的项。这些项可描述对观测值的修正，使观测值与在某个方便的参考时刻测量的某单个量关联，或者由这些项构成作为时间函数的观测值模型中的参数（如10.6.1）。（前者的）修正和（后者的）函数参数均需通过估计值及其不确定度和协方差（或者更一般地说，由联合概率分布）表征。
10.6.4  在适当假设之下，合适的模型能够估计测量标准使用时刻的值并评定其不确定度。由于此类估计是超出现有数据范围的预测或外推，因此必须谨慎处理。见13.2。文献[54]提供了一些补充细节，特别是将随时间变化效应作为溯源性声明组成部分的处理方法。
注  现行标准物质生产和认证指南[89,97]要求，特性值的不确定度应包含长期效应。
例 漂移的电阻标准
某国家计量院（NMI）基于次级工作标准提供电阻标准的校准服务，该次级标准大约每6个月通过200 Ω原级标准校准一次。200 Ω标准因已知物理效应会呈现漂移。虽然没有可用理论模型描述此类效应，但大量高品质标准的选择经验表明，漂移可通过经验直线模型解释。标准电阻的阻值最便捷的表示方式是采用相对于标称值的相对偏差，即。

图5所示的是200 Ω次级电阻标准最近20次校准中观测到的的相对偏差，其中ti为时间，yi为相对偏差。图中的校准点(ti, yi)用叉号表示，具体数据列于表5。基于测量认知，所有yi的标准不确定度均设为0.025106，ti 视为精确值。
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图5：每隔大约6个月的时间测得的电阻标准的相对偏差、拟合的漂移线和95%的包含区间

表5：电阻漂移数据
[image: ]
图5的蓝色中心线显示的是时间相关的相对偏差的估计值，通过给定不确定度之下最小二乘法回归对校准点进行直线拟合获得。上下两条红色实线表示的是作为时间函数的y的95％包含区间。相对于直线的数据分散性的标准偏差经评定为0.023×106，与yi的标准不确定度0.025×106吻合良好。
客户基于NMI工作标准的校准可在最近一次再校准后的6个月周期之内任意时间tC进行。此时NMI标准的值由直线在t = tC处的值。
对于tC = 9 242 d，即表中最近t值后大约6个月时间，使用拟合直线外推所得的值为。（外推通常比较危险：见13.2。）通过传播回归系数相关的标准不确定度和协方差，获得的标准不确定度 。在假设yi中的测量误差服从正态分布的前提下，95%包含概率的扩展不确定度为。
[bookmark: _Toc203749590]11 计量学中使用的统计模型
[bookmark: _Toc203749591]11.1  概述
11.1.1  统计模型通过概率分布协调以下两方面与被测量未知单一真值的关系：与被测量相关的同一特性的重复观测的变异性， 或者同一被测量多个测得值的分散性[44, 127]。
11.1.2  此类模型构成所有A类不确定度评定的基础，即使这些模型并未明确表达：在JCGM 100:2008的表H.2中，5个电流的重复读数合成为其算术平均值，并根据GUM中的公式(5) 计算该平均值的实验标准偏差。选择平均值为“最佳值”（最小均方误差意义上）来总结这些观测值，意味着所采用的是这样一个测量模型：观测值等于电流真值加上服从正态分布且精密度相同的误差。对公式(5)的依赖表明这些观测值被认为是不相关的。
例 力传感器
当校准力传感器时[12，13]，在传感器上反复施加同一力，由力引起的相应的形变值在不同施加过程中通常会有所不同。可以采取以下方式对该测量建模：形变量D的每一个观测值均为一个正态随机变量的取值，其均值为力F的线性函数，且具有未知标准偏差σ，表征了在重复性条件下获得的形变值的分散性。这种情况下，测量模型可写为：

其中，α和β是通过校准实验收集的数据，采用最小二乘法估计的系数，假定为一个均值为0 N、标准偏差σ未知的正态随机变量。
11.1.3  统计模型是经验观测值与某一具有实质意义属性的数值之间关系的数学或算法描述。统计模型的一个显著特征，也是其区别于其他类型的数学模型之处，在于其用概率分布来适应以下事实：对同一属性多次经验观测值通常会表现出变异性，即使该属性的值保持恒定不变。
11.1.4  统计模型通过概率分布来描述抽样变异性，或更广义上的不确定度，这使得观测值（经验数据）的具体细节具有不可预测性。这种不确定度使得可观测属性的真值与某些无法直接观测、但需通过实验数据推断的感兴趣属性的真值之间的关系变得模糊。
例 牛顿引力常量
牛顿引力常量G迄今已通过许多实验进行测量，这些实验采用了多种基于不同物理定律的方法，通过对可观测现象的分析来推断其数值。从早期，尤其是亨利·卡文迪许（Henry Cavendish）对地球密度的测量[27]，到利用冷原子的干涉测量[147]，以及包括使用各种类型天平实验在内的大量实验，在200多年的时间里积累了一系列测量结果，然而，即便采用了复杂的统计模型和数据简约方法从积累数据导出共识值[122]，其相对测量不确定度依然未达到其他大多数基本物理常量测量相当的水平。
11.1.5  许多不同类型的统计模型可用作测量模型。在重复性条件下对标量观测所用的最简单且最常用的此类模型如11.3中的例1中所示。11.4至11.8中回顾了几种在测量科学中尤其有用的模型。
[bookmark: _Toc203749592]11.2  观测方程
统计模型以概率的方式将测量输入值（观测值）与被测量真值联系起来。例如，所谓的观测方程 [69, 142]将观测值表示为随机变量的实现值，这些随机变量的概率分布取决于被测量真值：更确切地说，此类真值是一个或几个参数的一个已知的函数，这些参数规定了观测值的概率分布。术语“观测方程”（observation equation）或“观测性方程”（observational equation）在计量学中已被使用很长时间[22, 60, 136, 155]，尽管上述精确且具体的含义直到最近才出现。
注1 测量模型（无论是统计模型还是其他类型模型）的输入是带有被测量信息的属性（定量或定性）的观测值，从这个意义上说，这些观测值经适当组合，并可能结合其他来源的关于被测量的信息后，就可以得到被测量真值的估计值。
注2 对于统计模型，观测值可以是在重复性条件（见JCGM 200:2012的2.20）或其他条件（如复现性条件，见JCGM 200:2012的2.24）下获得的，取决于模型选择和具体情形。
例 牛顿引力常量（续11.1.4中的例子）
对于G的N个独立测量结果的统计模型，是将它们表示为可观测随机变量的结果，其中λi表示第次实验特有效应，Ei表示测量误差。模型的规范包括对实验效应和测量误差概率分布的表征：例如，如同来自均值为0 m3kg−1s−2、标准偏差τ未知的正态分布的样本，而测量误差则如同独立随机变量的结果，分布中心为0 m3kg−1s−2但可能具有不同且未知的标准偏差。
[bookmark: _Toc203749593]11.3  统计模型的规范
11.3.1  统计模型通常可以通过以下方式加以规范：(i) 提供与测量过程中观测值次数相等的联立方程组，方程左侧为表示观测值的随机变量，右侧为若干随机变量的函数，其实现值决定了观测值；(ii) 描述这些方程右侧出现的随机变量的联合概率分布；以及 (iii) 提供一个方程或算法，用以描述该联合分布的参数与被测量真值之间的关系。11.3.3的例1中给出了一个简单的实例。
11.3.2  由于统计模型的规范包括对所假定概率分布的声明，需着重指出的是，在不同的假设下得到的结果通常会有所不同。由于应用领域的知识几乎完全决定应作出的假设，因而无法提供这方面的通用指南。
11.3.3  当描述统计模型时，通常用小写字母表示特定的测得值，用大写字母表示相应的随机变量。然而，常常使用相同的符号来表示两者，其具体含义可根据上下文明确。这种简化源于对随机变量的非正式理解，认为随机变量是一个被不确定性所模糊的属性值，而值的概率分布作为属性精确表征和量化了这种不确定性。
例1 电流 - 模型
JCGM 100:2008的表H.2中列出了在重复性条件下测得的如下电流值：
19.663 mA,    19.639 mA,    19.640 mA,    19.685 mA,    19.678 mA
假设在这些观测过程中电流I0（被测量）保持恒定不变，则一个特别简单的统计模型解释了这些观测值与被测量真值之间一致程度，该模型将每个观测值表示为：

其中，表示（不可观测的）测量误差，假设其为独立的服从均值为0 mA， 标准偏差σ未知的正态分布的随机变量。在这种情况下，统计模型断言是独立的正态随机变量，它们的共同的均值为被测量I0，且具有相同的标准偏差σ。正如统计模型中常见的情形，被测量是观测值概率分布的一个参数（在本例中为均值）。
例2 滚珠轴承寿命 -模型
参考文献[114]的表B-5给出了测量某批滚珠轴承寿命的实验结果，以失效时的百万转数表示如下：6.0，8.6，17.8，18.0，27.5，33.5，50.5，51.5，69.0，74.0，74.0，89.0，109.0，118.0，119.0，138.0，141.0，144.0，146.0，150+，151，153+，153+，153+。其中4个（标有加号的）表示删失观测值，例如，“150+”表示相应的滚珠轴承在实验终止时尚未失效，而此时滚珠已经历1.5亿转。这些转数假设是在重复性条件下观测到的，并且在原始研究[114]中，它们被建模为Weibull概率分布的一个样本，其中尺度S和形状A值均未知。被测量为平均（或期望）寿命：

其中，表示数学分析中的伽马函数[8]。在这种情况下，被测量是观测值概率分布的参数（和）的函数。如果是一个服从尺度为S和形状为A的Weibull分布的随机变量，则(R/S)A服从均值为1的指数分布，统计模型也可以写成一个显式观测方程，将每个测得的转数表达为随机变量Ri的结果，即：
ln Ri = ln S + (1/A) ln Ei,	i = 1, . . . , 24
其中，Ei表示不可观测的测量误差，建模为独立的随机变量，其共同概率分布为均值1的指数分布。
例3 锡的质量分数 - 模型
[bookmark: OLE_LINK19]用于光谱校准的标准溶液中锡的质量分数所赋予的值是一个共识值，该值是通过结合重量法和电感耦合等离子体发射光谱法（ICP-OES）[138]获得的测量结果。对于该标准溶液的某一特定批次，重量法和ICP-OES法的测得值分别为和，相应的标准不确定度分别为u(wG) = 0.000 31 mg g−1，自由度νG = 278；u(wI) = 0.002 64 mg g−1，自由度νI = 11。被测量是随机效应模型（见11.5.3）中的ω，该模型包含以下两个联立观测方程：

其中，λG和λI表示方法效应，G和I表示特定于方法的测量误差。模型规范要完整还需假设：方法效应是均值为0 mg g−1、标准偏差τ未知的独立正态随机变量，方法特异性的测量误差是具有以0 mg g−1为中心的缩放学生t分布的独立随机变量，自由度为νG和νI，标准差为未知的  和 。
[bookmark: _Toc203749594]11.4  校准和分析的模型
11.4.1  测量仪器的校准旨在表征仪器受到测量标准作用时的响应特性。此表征涉及建立作用于仪器的校准标准的值与仪器响应时产生的示值之间的关系（校准函数）（也就是说，校准函数将标准的值映射到仪器的示值），并评定所获得的校准函数相关的不确定度。
11.4.2  在实际使用仪器时，需要采用逆向关系，即将仪器示值映射到被测量的值：比如，在气体计量中，该校准函数的反函数被称为分析函数[73]，在力学计量中则称为测量函数[13]。例如，电子称重传感器的校准涉及对其施加规定的力，读取传感器产生的相应电动势（电压）值，然后建立一个函数，最常见的为低次多项式，将力值映射到电压值或电压比值[13]。
11.4.3 由于用于校准的测量标准的值和相应的仪器示值通常都具有不可忽略的不确定度，所以最适合校准的统计模型通常是变量误差回归模型[70]。该方法可直接生成符合ISO 6143[94]定义的分析函数，而非通过校准函数的反演获得。当标准值不确定度与仪器示值不确定度相比可以忽略时，普通回归（拟合校准曲线使仪器示值的观测值和预测值之间的距离达到最小）即可满足需求。在某些情况下，分析（或测量）函数可在校准过程中直接确定，而无需通过相应校准函数的数学反演。
例 南大洋空气中N₂O物质的量分数 - 模型
图6所示的是表6中列出的用于建立分析函数混合物数据，该函数用于为新西兰巴林角（Baring Head）采集的南大洋空气标准物质中的N2O物质的量分数赋值[145]。分析函数A生成一个N2O物质的量分数的值x(N2O) = A(r)，其中r为仪器示值之比，该比值是指对某校准标准（或需测定N2O物质的量分数的气体样品）与对被指定为批次标准的某特定气瓶中的空气同时测量时的仪器示值之比。每个标准的统计模型包括以下3组关系：

前两个关系表明，标准中报告的物质的量分数和相应的仪器读数都受到测量误差的影响，其中ξ和ρ代表相应的真值。第3个关系给出分析函数A与相应真值之间的关系。在气体计量中，由于x和r值都具有不可忽略的不确定度，在本例中其相对不确定度两者相当（表6的最后两列），因此，A通常是低次多项式，通过变量误差回归法拟合校准数据 。11.9.8的例4中描述了A的估计值和不确定度评定。
表6：用于对南大洋空气标准物质中的N2O物质的量分数x赋值的基准混合物的分析 [145]
	标准混合物
	x /
(nmol/mol)
	u(x )/
(nmol/mol)
	r
	u(r)
	(u(x )/x )/
%
	(u(r)/r)/
%

	FF22270
	314.952
	0.047
	0.972 355
	0.000 099
	0.015
	0.010

	FF22225
	319.646
	0.048
	0.987 466
	0.000 155
	0.015
	0.016

	CAL016773
	326.325
	0.057
	1.006 460
	0.000 078
	0.018
	0.007 8

	FF22145
	331.135
	0.057
	1.021 310
	0.000 132
	0.017
	0.013

	FF22181
	338.390
	0.058
	1.043 740
	0.000 131
	0.017
	0.013

	FF22146
	344.378
	0.060
	1.062 970
	0.000 071
	0.017
	0.006 7
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图6：用于给南大洋空气标准物质中的N2O物质的量分数赋值的分析函数，黑点的坐标是校准基准的比值和物质的量分数。
[bookmark: _Toc203749595]11.5 均匀性研究的模型
11.5.1批次制备的标准物质，要细分为独立包装的物品（或单元），并赋予它们相同的值和不确定度。这期间通常需要基于对物质不同单元进行的重复测量来研究该批次的均匀性。
[bookmark: OLE_LINK28]11.5.2 ISO指南35[97]为表征标准物质的均匀性提供了指南。该指南指出，均匀性研究传统上包含一项统计检验，以评估单元间差异是否明显大于单元内差异，或大于标准物质生产者测量单个单元时达到的不确定度。ISO指南35选择关注单元间标准偏差是否足够小，以满足候选标准物质的预期用途，为此，并在指南第7.10条中提出了4项检验准则：(a)~(c)准则是公认的实用约定，忽略了单元间标准偏差估计值所包含的抽样不确定度，；(d)准则推荐进行统计检验以确定“单元间项在95%的置信水平上不具有统计学显著性”，建议采用Senedecor-Fisher F检验作为一种可能的方法。
[bookmark: OLE_LINK29][bookmark: OLE_LINK33]11.5.3  Snedecor-Fisher F检验通常使用传统方差分析（ANOVA）的输出来进行。此类ANOVA所依据的统计模型将每个测得值wij表示为被测量的值ω、单元效应j和测量误差ij 之和，即对于第j个项目中的第i次重复测定：，其中，单元效应j被建模为服从均值为0、未知标准偏差τ的正态分布的样本，而被建模为服从均值为0、未知标准偏差σ的正态分布的样本。由于单元效应被建模为随机变量，所以该模型是一个随机效应模型。在此框架下，Senedecor-Fisher F检验等价于检验假设τ = 0（采用适当的单元）。在实践中，对于许多标准物质而言，一定程度的不均匀性是可以接受的，且这种不均匀性在与ω估计值相关的不确定度中得到承认和体现。当发现某候选标准物质的不均匀性过大时，有些情况下还有可能将其分成若干足够均匀的部分：这种情况常见于气体混合物标准物质，其各单元为钢瓶，这些钢瓶通过从多个批次的混合物中抽取灌充，名义上具有相同组分，但实际组分对于预期目的来说差异过大。
11.5.4  Snedecor-Fisher F检验对于上述假设的违反非常敏感，而这些假设验证了底层统计模型的有效性。因此，需要检查这些假设的有效性，至少要检查项目效应及测量误差估计值的QQ图[28]。无论Kruskal-Wallis检验[78，第6.1节]（使用“base”R中包含的kruskal.test函数实现，可从网站https://www.r-project.org/中获取），还是Fisher-Pitman置换检验[14]（使用R包coin的oneway_test函数实现，可从网站https://www.r-project.org/中获取），都不要求正态性的假设，而且都可用来评估均匀性，因为当可以在从每个项目单元中抽取多个等分样品确定被测量时，它们会检验不同单元中被测量真值是否存在显著的差异。
例 粘土中的钡 - 模型
表7列出了在某均匀性研究中使用的粘土等分样品中钡的质量分数测得值[159]。这些数据的模型是11.5.3中所述的加性模型，用该模型拟合表中数据的结果见11.9.8中的例5。本例关注均匀性假设的统计检验。由ANOVA F检验、Kruskal-Wallis检验和Fisher-Pitman置换检验的p值分别为0.09、0.15和0.09。p值是指在均匀性假设下，观察检验统计量至少达到实际观测值的极端值的概率：由于这些p值均不显著偏小，所以无一检验拒绝均匀性假设。
[bookmark: _bookmark30]表7：均匀性研究中的粘土中钡质量分数的测得值（mg kg1）- 复制于参考文献[159]的表1。
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	样品
	
	重复测得值

	0118
	
	323	301	310
	
	1133
	
	310	328	312

	0201
	
	340	334	316
	
	1249
	
	314	314	302

	0383
	
	320	321	309
	
	1464
	
	329	300	299

	0442
	
	315	338	321
	
	1581
	
	320	329	311

	0557
	
	326	338	325
	
	1607
	
	322	312	311

	0666
	
	325	302	304
	
	1799
	
	332	317	299

	0791
	
	324	331	317
	
	1877
	
	313	294	293

	0918
	
	310	310	331
	
	1996
	
	324	314	335

	1026
	
	336	321	328
	
	2000
	
	321  342	316



[bookmark: _Toc203749596]11.6 观测值平差的模型
11.6.1  在大地测量和天文测量，以及传统的几何量计量和砝码校准中，观测值平差包括应用测量模型和数据归约程序，以生成角度、距离或质量等被测量真值的相互一致的估计值。典型应用包括：将由不同坐标测量机测得并相对于不同参考系表示的点云“对齐”；在大地测绘、土木工程和大型结构工业组装（如飞机制造中）中，基于冗余的且相互不一致的三角测量为地标间的距离赋值；砝码校准，等等。所有情况下都要求对结果进行不确定度评定。
11.6.2  在这个意义上，观测值平差最常用的模型是将每个观测值表示为一个未知真值和一个均值为零的不可观测的误差（可能是标量或矢量）之和，假定真值满足特定的“条件方程”。通常通过最小二乘法进行平差，当误差假定为独立、服从正态分布的随机变量的结果时，该方法等价于最大似然法。
例1 校准大地测量基线 - 模型
图7显示了长度分别为L1, . . . , L6的几个线段，这些线段用于获得大地测量标记点A与D之间的直线基线长度的估计值，基线长度由从A到B的距离(λ1)、从B到C的距离(λ2)、从C到D的距离(λ3)之和计算而得。观测值分别是：L1 = 27.19 m, L2 = 33.08 m, L3 = 25.33 m, L4 = 60.33 m, L5 = 58.35 m和L6 = 85.59 m。观测到的长度之间存在不一致，例如。
[image: ]
图7：为校准基线A-D的长度而进行的观测
观测值的模型为L1 = λ1 + E1, L2 = λ2 + E2, L3 = λ3 + E3, L4 = λ1 + λ2 + E4, L5 = λ2 + λ3 + E5和L6 = λ1 + λ2 + λ3 + E6，其中E1, . . . , E6表示测量误差。在大地测量中，通常还进一步假设测量误差为类似于均值为0 m且标准偏差σ未知的正态分布的一个样本。
例2 碲的标准相对原子质量
在质谱测量普及之前，元素的相对原子质量（也称为原子量）是通过链接各种元素化学当量的一组测量来确定的。例如，与碲相关的数据如下[45]：
Ar(TeBr4)/(4Ar(Ag)) = 1.036 49,	           u(Ar(TeBr4)/(4Ar(Ag))) = 0.000 04,
Ar(TeBr4)/(4Ar(AgBr)) = 0.595 426,        u(Ar(TeBr4)/(4Ar(AgBr)) = 0.000 025,
Ar(TeCl4)/(4Ar(Ag)) = 0.624 427,            u(Ar(TeCl4)/(4Ar(Ag))) = 0.000 034,
Ar(TeCl4)/(4Ar(AgCl)) = 0.469 962,        u(Ar(TeCl4)/(4Ar(AgCl))) = 0.000 027,
Ar(Ag2Te)/(4Ar(Ag)) = 1.591 44,	          u(Ar(Ag2Te)/(4Ar(Ag))) = 0.000 03.
以银的相对原子质量Ar(Ag)作为附加输入变量来处理，这些观测值构成了一组方程，其最小二乘解就是碲（及溴和氯）相对原子质量的估计值。
[bookmark: _Toc203749597]11.7  时间序列模型
11.7.1  对同一现象或对象随时间或在空间中沿着一个横断面重复观测所得到的观测值，通常是时间等间隔或空间等间距获取的，这类观测值往往具有相关性，而且间隔越近，相近度越高。研究此类观测序列的模型涉及相关随机变量[23, 134]。
11.7.2 针对等间隔时刻t1, t2, . . .所获得的的观测序列xt1 , xt2 , . . .，一类特别丰富且广泛使用的模型是所谓的ARIMA模型（自回归、差分、移动平均模型）[23]。这些模型既适用于振荡水平和模式随时间保持不变的序列，也适用于水平（如平均值）随时间漂移的序列。对于后者，模型重点关注的是差分值，如一阶差分xti − xti−1。
11.7.3  ARIMA模型将在某个特定时刻（可能在对序列进行差分后）的观测值表示为有限个先前时刻观测值的线性组合，加上一个“误差”，而该误差本身是影响当前观测值及有限个先前观测值的测量误差的线性组合。在以下例子中，ARIMA模型用于定期测量的恒温槽温度值的时间序列。它捕捉到这样一个事实：在相邻时刻测得的值往往比相隔较远的时刻测得的值更加相似。识别所产生的相关性的结构并准确建模，可能会对不确定度评定产生显著影响，如11.9.8的例9所述。
例 恒温槽的温度 - 模型
表8所列及图8描绘的温度读数，是在100分钟的时间内，用浸没在恒温槽中的热电偶每分钟测量一次所得。这些观测值用于：(i) 假设恒温槽处于热平衡状态下，估计其温度；以及(ii) 确认恒温槽是否的确处于热平衡状态。由于恒温槽与外部环境存在不受控的热能交换，而这种交换通过受控加热和流体循环来平衡，因此，即使我们目标温度无漂移，它仍会随时间围绕其平均值τ振荡，τ即主要被测量，次要被测量是振荡模式。输入量是温度读数t1, . . . , tm，其中ti (i = 1, … , m=100)表示实验开始后第i分钟的读数。ti的时间序列模型描述了连续温度读数彼此关系及它们与τ之间的关系。该模型的结构及其可调参数的估计值表征了当恒温槽处于稳态平衡时观测到的振荡模式。已发现2阶自回归模型[23]足以描述这些数据[141，V.B.1]：

其中，i假定是均值为0 ℃、标准偏差σ未知的互补相关的正态随机变量。这个模型的规范包含4个参数τ、1、2和σ，其中τ是主要的被测量，其他3个参数表征热平衡状态。
在参考文献[139]中，使用略有不同的模型分析了这个例子。
表8：每分钟一次的温度读数的时间序列，用与50 °C的偏差来表示。第一个读数是50.102 4 °C，第10个是50.107 2 °C，第11个是50.105 4 °C，等等。[48]
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图8：表8列出的温度读数的时间序列
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11.7.4  在某些应用中，当观测到的时间序列被用作后续数据归约步骤的输入时，采用特设平滑程序作为拟合显式模型的替代方法，足以减少向下游传播的不确定度的程度。移动平均值（特别是指数加权移动平均值）和移动中位数广泛用于此目的[126, §6.4.3]。
[bookmark: _Toc203749598]11.8  贝叶斯统计模型
11.8.1 贝叶斯统计模型反映了对输入量和输出量相关不确定度的理解，这些不确定度表征了对输入量和被测量的真值不完全了解的状态。当在获得新测量结果之前已存在关于被测量真值的信息时，贝叶斯统计模型特别有用，它提供了利用新测量中获得的最新数据更新此类信息的方法。
11.8.2 贝叶斯处理的显著特点是：(i) 实验数据建模为随机变量的实现值 或结果，这些随机变量具有涉及参数的概率分布，这些参数的值要么未知，要么只部分已知；(ii) 这些参数建模为随机变量，因而被测量也是随机变量，因为它是这些参数的函数。然而，所有这些随机变量都无法直接观测：对其值的了解只能通过经验数据获得；(iii) 参数的估计值和不确定度评定是从给定数据条件下参数的条件概率分布（所谓的后验分布）中导出的。
11.8.3 接受(i)和(ii)需为所有涉及的量（数据和未知参数）指定概率分布；接受(iii)则需贝叶斯应用法则[46，第2.3节，定理7.2.1] ，通常采用马尔科夫链蒙特卡洛（MCMC）方法采样从后验分布中生成任意大的样本[71]，进而缩减导出被测量的估计值及其不确定度。
11.8.4  赋予被测量（及任何其他值未知的量）的分布称为先验分布，其承载在新测量实验中获得任何新数据之前对被测量的既有认识。这种认识可源自历史数据（ [138]描述了光谱校准中使用的标准溶液赋值的实例），亦可反映专家对被测量值的主观评估[130]。若缺乏此类可用信息，应用贝叶斯方法要求为被测量选择所谓的无信息先验分布。
11.8.5  在实践中建立贝叶斯模型需要选择先验分布，这种选择通常影响显著且具有挑战性[16, 72]。建议在使用贝叶斯方法时，应评估并记录结论对先验选择的敏感性， 无论先验分布是源自专家经验提取[128]还是依据某些先验选择原则[101]。此外，贝叶斯模型的实际实现和使用还要求熟悉适当的专用统计计算软件[141]。
例1 皮托管 - 模型
可以用皮托管测量飞机空速v，测量模型如下：

其中，D表示总压和静压之差，p和T分别为气压和温度，Rs为空气的比气体常数Rs = 287.058 J kg1K1。文献 [140] 使用文献[104]的数据对本例进行了讨论：D = 1.993 kPa，p = 101.4 kPa，T = 292.8 K，其相关的标准不确定度分别为u(D) = 0.012 5 kPa，u(p) = 1.05 kPa，u(T )= 0.11 K。假设D的估计值是在重复性条件下进行的5次测定的平均值： 
1.975 kPa,  2.039 kPa,  1.972 kPa,  1.979 kPa,  2.000 kPa
长期的测量经验表明，D估计值相关的标准不确定度为0.03 kPa。还假设关于v的先验知识由均值为55 m s1、标准偏差为10  m s1的正态分布表示。通过“反转”测量方程并将其重写为统计模型来定义贝叶斯模型（参见[69]）：D的测定值现视为均值为pv2/(2RsT)、标准偏差为0.03 kPa的正态分布的样本，而Rs则作为一个已知的常量来处理。赋予压力p和温度T的分布，其均值等于各自的测得值，标准偏差等于各自的标准不确定度，为p选择正态分布，为T选择对数正态分布（这避免在D的均值中出现除以0的情况，由于变化系数u(T )/T为0.04%，实际上与正态分布无法区分）。
例2 全麦面粉中的铜 - 模型
英国皇家化学学会分析方法委员会列出了在重复性条件下获得的全麦面粉中铜质量分数的观测结果（以µg g1表示）如下[2]：
2.9,   3.1,   3.4,   3.4,   3.7,   3.7,   2.8,   2.5,  2.4,  2.4,  2.7,  2.2,
5.28,  3.37,  3.03,  3.03,  28.95,  3.77,  3.4,  2.2,  3.5,  3.6,  3.7,  3.7.
这些数据的统计模型是将观测值表示为：
wi = ω + i
其中，ω表示面粉中铜质量分数的真值，i表示测量误差。粗略检查这些数据就足以断定假设i为类似于服从正态分布的样本是不合适的。安德森-达林检验（Anderson-Darling test）[4]（比如，通过R包nortest的函数ad.test实现，可从网站https://www.r-project.org/获取）进一步印证了该印象，即明显拒绝了wi正态性的假设。在本例中，问题的根源在于那唯一的离群值28.95 µg g1。该委员会建议，当观测值并不呈现为正态分布样本时，应采用Huber位置 M估计量[80]代替简单算术平均值，而非直接剔除疑似离群值。文献[109]中定义的贝叶斯模型（采用R 包BEST实现，可从网站https://www.r-project.org/获取）提供了贝叶斯替代方案，可以有效建模并自适应降低潜在离群值的权重：(a) 数据建模为自由度为ν的学生t分布的样本，经过重新缩放以具有标准偏差σ，并平移以具有均值ω；(b) ω的先验分布为正态分布，其均值等于观测值的平均值、标准偏差为1000s，其中s代表观测值的样本标准偏差；(c) 自由度数ν先验建模为E+1，其中E是均值为29的指数分布的随机变量；(d) i的标准偏差σ具有均匀（或矩形）先验分布，集中在s/1000和1000s之间；(e) 假定ω、σ和ν的先验分布相互独立。
[bookmark: _Toc203749599]11.9  统计模型的估计和不确定度评定
11.9.1 统计模型将测量问题重构为统计估计问题，从而整合并同时执行涉及测量数据归约的两项关键任务，即为被测量赋值和相关测量不确定度评定。通用统计学范式如下：(i) 给定作为输入的测量数据，建立一个统计模型（如11.1.1中所定义的），将数据底层概率分布与被测量的值相关联；(ii) 选择一个准则，确定如何从数据中提取有关被测量的信息；(iii) 用来提取此类信息的手段称为估计量，其概率分布完全表征了它所生成的被测量估计值的不确定度。
11.9.2 上述(i)中的统计模型可表述为：输入量视为随机变量的结果，其联合概率分布依赖于参数θ（可能是矢量），相应的概率密度记为gθ。在贝叶斯模型中，θ被视为不可观测随机变量的实现值，其分布（先验分布）亦需指定。最后，需要一个函数将该参数映射到被测量的真值。在11.3.3的例2中，输入量是m=24个滚珠轴承出现失效前的转数，它们的概率分布是Weibull分布，是一个包含两个分量的向量：Weibull分布的尺度S和形状A。被测量是滚珠轴承的预期寿命，。
11.9.3 关于数据所提供的有关被测量信息该如何提取，有许多可用的准则可供选择。文献[46]中描述了其中若干，包括矩估计法、最小二乘法、最大似然法和最小贝叶斯风险准则，以下例子中将逐一说明。对统计模型应用某一准则，就确定了一个估计量，这是一函数，以测量数据为输入、生成参数的一个估计值。据此可进一步得出被测量真值的相应估计值，即。对于所有统计模型，是一个随机变量的值，其概率分布完全表征了测量不确定度。
11.9.4 有些情况下无法显式表达，而需通过执行算法步骤计算.。在本节例4中，用于为标准物质赋值的分析函数系数的估计将涉及非线性函数的数值优化。一般而言，统计模型不可能“重排”，使其有效地转化为符合 ​JCGM 100:2008所设想的测量模型的形式。11.3.3例2中讨论的模型就是这种情况，这是因为存在删失观测值。某些情况下这种“重排”也是可能的，但它取决于基础统计模型及估计原则的选择，如下例所示。
例1 用于Weibull寿命的矩估计法 
假设在11.3.3的例2中，观测值（m = 24个滚珠轴承失效之前的转数）中没有一个是删失数据。在这类情形下，可以采用矩估计法[18，例2.1.2]来估计选作滚珠轴承寿命模型的Weibull分布的尺度S和形状A。估计值是以下两个联立非线性方程的解：

该方程组是矢量输出量的隐式测量模型，输入量为。还注意到，测量函数由基础统计模型和估计方法的选择共同决定。通过在输入量的观测值处计算测量函数来估计S和A，并相应地评定其确定度。在本例中，方程的解为百万转和，因而相应平均寿命的估计值为：

采用JCGM 101:2008中的蒙特卡洛法得出 百万转，非参数自助法得出 百万转。
例2 电流 - 重排
即使对于最简单的统计模型，如11.3.3的例1中所示，这种简单的“重排”：

也仅在假定中不可观测的测量误差是类似于正态分布的样本，且估计量具有最小均方误差的前提下才是合理的。不同的假设将导致不同于该算术平均值的估计量。
11.9.5  统计模型需要各种各样的不确定度评定技术。某些情况下，包括当使用矩估计法估计测得值服从的分布的参数时，JCGM 100:2008中所述的近似技术（使用JCGM 100:2008的不确定度传播律，公式(10)或(13)）是适用的，并足以满足预期目的。
[bookmark: OLE_LINK36]11.9.6  当使用最大似然法估计11.9.2中引入的参数矢量，且满足文献[18，定理5.4.3]中详述的条件时（如同实践中遇到的大多数情况都会满足），则 可作为最大似然估计值相关的标准不确定度平方的近似值（当θ为标量时），或者协方差矩阵的近似值（当θ为矢量时）。当θ为标量时， 是在处计算得到的对应输入量服从的概率分布的负对数似然函数的二阶导数的倒数。当θ为矢量时， 是在处计算得到的负对数似然函数的二阶偏导数矩阵的逆。此时， 的主对角线元素的平方根是参数估计值标准不确定度的近似评定，而矩阵的非对角线元素给出的是它们之间的协方差。由于被测量是这些参数的一个已知函数（在上述11.3.3的例2中，被测量为），因此可以使用JCGM 100:2008中的方程(13)计算相应估计值的不确定度。
11.9.7 贝叶斯程序为输入量所服从分布的参数产生概率分布（或从该分布中抽取的任意大的样本），由此可以直接导出被测量的概率分布（或从分布中抽取的样本）。该分布不仅取决于用于观测值的模型，而且还取决于为出现观测值模型中的参数所选择的先验分布。
11.9.8  在许多其他情况下，需要采用与上述方法不同的其他方法，如分布传播的蒙特卡洛方法（JCGM 101:2008和[123]）或自助法[53]。另见JCGM 102:2011。
例1 电流 - 估计和不确定度评定
与11.3.3例1中所述模型相对应的I0和σ的最大似然估计值（MLE）为[46，例7.5.6]：

对于无偏估计值（即数学期望值等于相应被测量的估计值），I0的估计值仍然等于，而σ的估计值如下[47]：

如果测量误差更宜建模为拉普拉斯分布的样本，那么I0的MLE就是观测值的中位数，而σ的MLE是观测值与中位数偏差绝对值的平均值再乘以，即。当I0的估计值是时，不确定度传播率提供精确的评定，它等于最大似然估计对应的评定。然而，如果估计值为

则JCGM 100:2008中所述的技术无法评定。相应于拉普拉斯误差MLE的评定为。当中位数似乎仍是I0估计值的最佳选择，但除了认为测量误差所服从分布是对称且以0为中心外，无法自信假定其具体形状，则建议基于Wilcoxon检验的逆推法评定不确定度：对于本例中给出的数据的评定结果为。
例2 滚珠轴承的寿命 - 估计和不确定度评定
在11.3.3的例2中，预期寿命的估计简化为对输入量所选的Weibull 模型尺度S和形状A的估计。最大似然法（和贝叶斯估算程序）能够考虑到4个删失观测值所提供的信息。S和A的MLE分别是使下式相对于S和A达到最大的值

，其中和分别表示尺度S和形状A的Weibull分布的概率密度和概率累积分布函数，为未删失观测值相应的索引集合，为删失观测值相应的索引集合。MLE为百万转和；因此百万转。MLE相关的近似不确定度评定为百万转和，它们之间的相关系数为，具体计算方法见11.9.6。采用JCGM 100:2008 中的公式(13) 得到 百万转。参数统计自助法估算同一不确定度的结果为20百万转。
例3 锡的质量分数 - 估计和不确定度评定
[bookmark: OLE_LINK68]NIST共识生成器（NIST Consensus Builder）[106，107]，用于11.3.3例3中给定输入量，得到锡的质量分数的DerSimonian-Laird估计值为10.01 mg g−1。NIST共识生成器中实施的分层贝叶斯程序得到相同的估计值。DerSimonian-Laird估计值的标准不确定度为0.011 mg g−1，锡质量分数的95%包含区间为9.99 mg g−1至10.04 mg g−1。而分层贝叶斯程序相应的值为标准不确定度0.025 mg g−1，95%包含区间9.96 mg g−1至10.06 mg g−1。贝叶斯程序获得的不确定度比DerSimonian-Laird程序的要大得多，因为它更准确捕捉并且更真实表达了这样一个事实：由分析方法差异引入的不确定度分量是基于单一自由度评估的[106]。
例4 南大洋空气中二氧化氮的物质的量分数 - 估计和不确定性评定
在11.4.3的例子中，所选取得分析函数模型为三次多项式：

其系数的估计值是使下式达到最大的系数及真实比的值

其中，为校准标准N₂O的物质的量分数，为均值为0、标准偏差为1的正态分布的概率密度，为自由度9（因为标准的比值是10次重复观测的平均值）的学生t分布的概率密度。使用R函数optim中实现的Nelder-Mead算法，通过数值优化获得的估计值为：




[bookmark: _bookmark44]的不确定度是用文献[73]中所述的蒙特卡洛方法评定。
例5 粘土中的钡 - 估计和不确定度评定
11.5.4的例子中描述的随机效应模型可以通过多种方法进行数据拟合。传统ANOVA通过矩估计法[18，例2.1.2]求解τ和σ：令观测到的均方等于预期的均方，并求解和。但该方法有可能得到的负估计值——参见[159]中的公式(5)，因此更倾向采用限制最大似然法(REML) [150]（如R包lme4的lmer函数实现，可从网站https://www.r-project.org/获取）拟合模型。对于本数据集，τ和σ的REML估计值与传统ANOVA的结果一致：和，在文献[159]中分别用和表示。REML程序还得到被测量的估计值，以及其标准不确定度的评定为。τ的近似轮廓似然95%包含区间为0 mg kg−1至9.8 mg kg−1，印证了ANOVA中传统F检验的结论，其p值为0.09，如11.5.4例子所述。（τ的轮廓似然是在模型中其他参数取最大似然估计值时的边际概率密度（见[133]，第61页）。）
例6 校准大地测量基线 – 估计和不确定度评定
最小二乘法是指选择λ1、λ2和λ3的值，使下式相对于λ1、λ2和λ3达到最小：
计算，以及和，令它们都等于0，得出以下3个未知量的联立方程组：



[bookmark: OLE_LINK89]其解为，和。因此，从A到D距离的估计值为。由于上述定义的函数S的二阶导数矩阵在(处的特征值均为正，所以方程组的解的确对应极小值。平差后的观测值（或拟合的长度）为，，，，和。接下来计算从A到D距离估计值的不确定度的A类评定。第一步，采用常规线性回归法[50]（如‘base’ R的lm函数实现，可从网站https://www.r-project.org/获取）计算(的协方差矩阵；第二步，考虑到∆ = λ1 + λ2 + λ3是JCGM 100:2008所述的线性测量模型，可以使用方程(13)获得u(∆) = 0.025 m，自由度为3。
例7 皮托管 - 估计和不确定度评定
将MCMC抽样（如R包mcmc的metrop函数实现，可从网站https://www.r-project.org/获取）应用于11.8.5例1中定义的贝叶斯模型，可得到均值57.5 m/s、标准偏差0.4 m/s的v的后验分布的样本，这个测量结果，在此特定先验分布选择下，与基于JCGM 100：2008 的常规分析法得到的结果在统计上相差无几：v = 57.48 m/s和u(v) = 0.35 m/s[140, A.6]。
例8 全麦面粉中的铜 - 估计和不确定度评定
Huber位置 M估计量[80] （如R包robustbase的函数huberM实现，可从网站https://www.r-project.org/获取）作为ω的估计值，是替代算术平均值的稳健方法，得出质量分数的估计值为3.21 µg g−1，并且评定其标准不确定度为0.14 µg g−1。11.8.5例2中描述的贝叶斯模型产生质量分数真值的后验分布，其均值3.22 µg g−1是被测量ω的估计值，标准偏差 0.15 µg g−1是相关标准不确定度的评定值。这些结果与上述使用Huber M估计量的经典稳健分析方法的结果非常一致。从后验分布中还可以得出包含区间，例如，铜质量分数的95％贝叶斯包含区间是从2.92 µg g−1至3.51 µg g−1。
例9 恒温槽的温度 - 估计和不确定度评定
11.7.3例子中描述的自动回归模型中参数的MLE分别是：

它们是用forecast包中定义的Arima函数（可从网站https://www.r-project.org/获取）计算得到的[82]。此函数还提供了不确定度的评定，计算方法如11.9.6所述：

值得注意的是，u(τ)比忽略自相关获得的简单（但不正确）的不确定度评定 = 0.000 3 °C大了差不多3倍，其中s代表11.7.3表8中所列100个温度读数的标准偏差。根据用作这些数据模型的自回归分析，观测值之间的相关性是由记忆效应引起的：时间的温度由前两分钟中测得的温度值，叠加标准偏差为0.002 ℃的不稳定的（不可预测的或“随机”的）测量误差共同决定。热平衡状态是真正的被测量，由自回归的系数表征：在本例中，这些系数的估计值对应于平稳过程，意味着温度振荡的水平、幅度和模式与首次观测的时间无关。
[bookmark: _Toc203749600]11.10 模型选择和模型不确定度
11.10.1 每当考虑统计模型时，都需要对所用的模型作出选择（模型选择），因为在大多数情况下，存在若干合理的备选模型。在11.7的例子中为温度观测值的时间序列选择了2阶正态自回归模型，但其他几个ARIMA模型同样是合理的选择。
11.10.2 模型选择通常涉及在两方面作出权衡：一是模型对数据的拟合优度，二是模型在使用结果的应用中的可信度和适用性。例如，在校准的情境中，如11.4.3例子中所讨论的，一个可以非常密切地追踪所有标准相关的值的模型，可能对这些标准值的特异值过于敏感，因而无法为其试图捕捉的关系给出可靠概括和有效泛化。分析函数所用多项式次数的选择，就体现了在实现拟合优度和简约模型（常常是低次多项式）选择之间的权衡。
11.10.3 常用的模型选择准则[25]包括：(i) 赤池信息准则(AIC)[1]；(ii) 其修正版本AICc[81]，针对用于建模的数据集的有限样本量；以及(iii) 贝叶斯信息准则(BIC)[149]。这些准则均不应是模型选择的唯一指南。模型选择准则建议在拟合优度和模型简洁性之间合理地权衡。它们应始终辅以残差（观测值和模型预测值之差）的统计检查（如QQ图[160]）及交叉验证（旨在确定备选模型能否很好地预测未参与建模过程的观测值）[75, 124]。
例 恒温槽的温度 - 模型选择
根据BIC，对于11.7例子中提到的温度观测值的时间序列，在除非零均值外至多5个系数的自回归移动平均值模型中，2阶正态自回归，通常表示为ARIMA(2, 0, 0)，是“最优”模型。（符号ARIMA(p, d, q)通常表示计算d阶差分之后数据的时间序列模型，包含p个自动回归项和q个移动平均值项。）然而，根据AICc，“最优”模型则是具有非零均值的ARIMA(1, 0, 2)[139]。
11.10.4 除了选择某个特定模型外，也可以使用多个模型并将相应的结果合并为某种平均值（模型平均）。这种平均可以像下例中所示的那么简单，或者可能根据各模型先验被认为的可能性进行加权[33, 65]。此外，还应评定模型选择引入的不确定度（模型不确定度），并将其传播到结果之中，从而体现各备选模型的影响[30, 36]，成为被测量估计值不确定度的另一个分量。
例 全麦面粉中的铜 - 模型平均
在11.8的例2中，Anderson-Darling检验否定了正态模型，改用了一种内置抵御潜在异常值的贝叶斯模型。然而，其他几个模型也可以做到这一点，因此可以不只选择其中之一，而是采用多个模型并对其相应结果取平均。例如，拉普拉斯模型建议使用中位数，为3.39 µg/g，其相关的标准不确定度为0.19 µg/g（使用无参数统计自助法[53]计算而得）；Huber 位置M估计值为3.21 µg/g及标准不确定度0.14 µg/g；Hodges-Lehmann估计值[77]为3.23 µg/g及标准不确定度0.17 µg/g（由Wilcoxon秩和检验的反转[78]获得的68%的包含区间导出）；上述贝叶斯模型给出3.22 µg/g及标准不确定度0.15 µg/g。这4个估计值的加权平均为3.25 µg/g，权重与估计值标准不确定度的平方的倒数成正比，标准不确定度为0.17 µg/g（使用[24]中的公式(9)计算而得）。
[bookmark: _Toc203749601]12 评估测量模型的充分性
12.1  一个测量模型是充分的，通过它获得的被测量估计值对所有已知效应都进行了修正，并且其相关的不确定度反映了所有可能合理影响估计值的因素。如果是这种情况的话，那么使用其他替代模型（见8.5）获得的同一被测量值应该在报告的不确定度范围内一致。此外，测量模型应能够为其建立时设定的被测量值的整个范围和输入量值，提供估计值及其相关的不确定度。
12.2  测量系统性能的实验证据是对所选模型充分性最通用的检查手段。这类证据通常在确认测量程序期间，或进行支持质量控制和质量保证的测量时获得。通过实验评估测量模型输出的方法有多种，比如：
· 参加实验室间比对，并在性能评价中使用测量模型所得估计值和不确定度；
· 使用有证标准物质（CRM）或参考方法评估测量程序性能；
· 将测量模型的输出与文献或参考数据进行比较。
若测得值和参考值在各自不确定度范围内一致，则为模型的充分性提供了支持。类似地，意外的不一致通常需要进一步调查，并应促成对首选测量模型的改进。
[bookmark: _Hlk94196288]例 实验室间比对中的性能评价
通过参加能力验证计算值或分数[88]，有助于结合测得值及声称的测量不确定度进行性能评价。同样地，在关键比对中，计算等效度[19]也有利于这种评价。不理想的分数可能表明测量模型存在问题。
注1 关于使用有证标准物质（CRM）的指南详见ISO指南33[96]。
注2 根据所用CRM的种类，可能需要对测量模型进行调整，这是因为，例如，CRM的形式可能不同于测量模型建立时涉及的测量对象。
12.3  除了通过实验评估测量模型的输出是否充分外，单独评估测量程序的特定部分会有所帮助，以评估程序的某些方面，例如，但不限于：
· 仪器的校准函数和线性度（偏离）；
· 采样；
· 样品制备；
· 复现性效应。
使用确认研究和质量控制数据有助于开展这些评估。
12.4  用于比对目的的参考数据（精确的或其他类型的）的应用十分广泛 [26]。通常可以通过对所提出模型进行反推，从预设的被测量值生成样例数据，从而获得“精确”数据。该过程可以确保模型正确实现。当可以从更为完整的模型，或基于特征明确的测试对象数据中生成样本数据时，若能证明模型能返回预期结果，则会对实际使用的模型增加额外的信心。很多情况下，示例数据和计算会发布在相关测量或测试方法中；将计算的结果与相应标准中的数据进行比对，可以为模型的充分性提供证据。
12.5  为了评估模型在输入和输出值范围内的充分性，需要通过本条款中描述的一种或多种方法对输出进行验证。例如，当校准函数用于测量4~10范围内的pH值时，应确保要么单一函数在该范围内有足够好的表现，或者几个备选函数（经适当校准后）在子范围内表现足够好。当评估某个范围或子范围内的充分性时，通常仅需考虑预期的极端值和少量中间情况即可。应密切关注建模假设发生变化的区域。如果计算模型的项数根据测量响应进行调整，则应在每个此类决策点附近确认模型的充分性。应考虑测量结果对于模型选择的敏感程度[143]，在关键应用中尤需注意。另见11.10。
注：检测实验室一般无需确认标准测试或测量方法中给出的计算程序的充分性。此类程序隐含着基础测量模型，其充分性通常已由专家委员会在制定相关文件标准时验证，或通过前期研究确立。
12.6  除对测量模型输出的检查外，还有若干其他方法有助于验证测量模型的适用性。这些活动包括以下内容，后续子条款中将做进一步讨论：
· 审查对测量模型的各项贡献；
· 检查简化模型是否能够通过充分再现其所近似的更完整模型结果，例如可针对目标测量不确定度做此用途；
· 确认计算机的数值准确度是否足以满足应用需求；
· 对拟合数据所建立的模型，验证模型及所做分布假设的有效性；
· 从已发表的研究文献获取模型适用性的证据；
· 获得模型充分满足预期使用要求的实验证据；以及
· 确认模型所预测的不确定度与测量程序的实际表现之间的一致性。
12.7  应对测量模型的各项贡献进行审查。这些贡献包括来自公认科学原理的贡献（见7.1）和源自计量学考虑的效应（见9.2，第9条和附件C）。应将所制定的模型与已汇总的贡献效应列表进行核对，以确认所有有意义的贡献已被考虑在内（见9.3和E.1.1）。审核过程中还应考虑任何规定的目标测量不确定度。此外，不确定度贡献值被低估的可能性也应是本次审查的一部分。
12.8  如果所提出的模型是对一个同样可实现的更复杂模型的有意简化，那么比较两个模型获得的结果将表明二者之间的一致性。当测量不确定度和计算值差异与目标测量不确定度相比更小时，可以认为简化模型是充分的。见11.10。
12.9 不同的数学公式或求解方法可能由于计算机运算限制、迭代计算过早终止或其他原因，导致不同数值准确度的结果。因此，在开发新实施方案时，通常利用参考或模拟数据确认足够的数值准确度是非常重要的。有关为获得充分数值准确度而进行的模型选择，详见8.6。
12.10  研究文献可以提供某特定模型，有时在某特定领域内，充分性的证据。文献也有助于确立建议模型的局限性范围。
[bookmark: _Toc203749602]13 使用测量模型
[bookmark: _Toc203749603]13.1  概述
13.1.1  测量模型的主要用途是计算被测量的估计值及其不确定度。根据需求，不确定度可以以标准不确定度形式，给定包含概率下的包含区间形式，或者二者兼有的形式给出。特别是在使用蒙特卡洛或贝叶斯方法时，提供被测量的概率分布（的表征）可能更为合适。当测量模型的输出被用于后续的不确定度计算的输入概率分布时，后者尤其适用。
13.1.2  对于给定测量模型的输入量的值，通过公式求值或方程求解获得相应的被测量的值。有些量可以取复数值。被测量可以是单一（标量）或多个量（矢量被测量）。用于获得被测量估计值和不确定度评定的数学、统计或数值工具取决于测量模型的形式。
13.1.3  不确定度传播律对于线性测量模型，即关于输入量呈线性的模型，完全成立，但对于其他模型一般并非如此。对于单一输出量，线性测量模型的形式如下：
                                           (27)
其中，是精确已知的常数。该表达式可以直接推广到多变量模型及涉及复数量的模型。JCGM 100:2008针对显式单变量测量模型[如式(1)]以及JCGM 102:2011针对包括多变量测量模型在内的其他形式给出了如何应用不确定度传播律的指南。 
[bookmark: OLE_LINK91]13.1.4  非线性测量模型是指不能精确表示为式(27)形式的模型。通过一定程度的近似，非线性模型可在输入量估计值的邻域内局部地以线性的形式表达。基于该线性形式，可以应用不确定度传播律获得输出量估计值 相关的标准不确定度的近似值。对于任何具体案例，都可通过应用JCGM 101:2008, 7或多变量情形下JCGM 102:2011, 7中的蒙特卡洛方法检查这种近似的充分性。附件F给出了模型线性化的进一步细节，并提供了一种用于检验近似的简单方法（但并非万无一失）。
例 不确定度传播律在非线性模型中传播不确定度失效
溴有两种稳定同位素，即溴-79和溴-81。考虑二溴分子(Br2)，其中丰度最高的分子是79Br81Br（其他分子是79Br79Br和81Br81Br）。这个质量为160 Da的分子相对于所有Br2分子的丰度由下式给出[120]：

溴-79的同位素丰度x79的自然变化范围是从0.505到0.508。考虑由一种由x79 = 0.500及u(x79) = 0.005的略有改变的溴同位素制成的Br2，要求测量79Br81Br的丰度x160。在这种情况下，对于上述测量模型应用不确定度传播律后得到：

在本例中，不确定度传播律会提供无效结果，这是因为，当x79 = 0.500时，无论x79的不确定度如何，均得到u(x160) = 0。对本模型中使用不确定度传播律出现的线性化不充分的问题，可以采用蒙特卡洛方法来弥补：例如，x79建模为正态随机变量N(0.500, 0.0052)，当x160 = 0.499 95时，得出u(x180) = 0.000 07。
这个问题也可以通过计算灵敏系数的非对称近似值或包含高阶项来解决[120]。
[bookmark: _Toc203749604]13.2  超出其验证范围的模型使用
将测量模型用于其验证有效区间之外的外推通常是不可取的（另见5.8和10.6.4中的例子）。经验模型或混合模型拟合数据，并将模型用于拟合数据的范畴之外一般来说是不安全的。采用诸如多项式和多项式样条等纯经验函数进行外推尤其危险，这类函数在它们所解释数据范畴之外可能表现出虚假行为，所以不应作此用途。某些情形下，当判定某个理论模型能充分描述所感兴趣的现象时，可以谨慎地用于定义数据范畴以外的外推。
例 基于同位素的定量分析：理论和经验模型的使用
在化学测量常规使用的基于同位素的定量分析中，被测量是某“未知”样品中感兴趣物质（分析物）的同位素物质的量比。该比值由校准函数指定。校准函数给出了同位素物质的量比与质量比之间的关系，通过对包含多个数值对的数据集进行回归获得。每个数值对对应于一个“已知”样品，通过该样品可观测（测量）到混合物的同位素比RAB的值，以及与该值对应的q值，即样品（分析物）A与同位素标记的内标B的质量比，见图9中由实心圈点标示的数据点。
[image: ]
图9：同位素稀释理论（有理）模型及拟合校准数据并用于预测的经验模型
同位素稀释法区别于分析化学中许多其他方法的一个特征是其固有的非线性理论校准函数，即：
                                    (28)
这是一个分子和分母均为1次多项式的有理函数，其中参数a0、a1和a2是通过对所提供的数据进行回归计算得出的参数。对于具有规定质量比值q的样品，相应的RAB值由函数(28)确定。因此，由式 (28)给出的校准函数是一个显式单变量模型（见13.3），其中RAB是输出量或被测量，输入量是q以及校准参数a0、a1和a2。
当前许多同位素稀释校准的实施方式要么忽略了函数的曲率（由于a2相关项的存在），要么使用诸如2次或3次多项式的经验模型（见附件D）。此类经验模型通常在超出校准数据所跨越的区间时外推效果不佳。图9显示了使用线性多项式或直线（相当于忽略项），以及拟合5个校准点（实心圆圈）的2次和3次多项式。它还显示了拟合到相同数据的函数(28)。空心圆圈对应于校准数据范围之外的两个额外样品。在本例中，理论模型相较于侯选经验模型的优势是显而易见的。更多细节请参见文献[132]。
[bookmark: _Toc203749605]13.3  显式单变量测量模型
测量模型若采用形式(1)，将单一输出量Y与输入量关联起来，则称为单变量显式模型。给定输入量的值，显式模型能够直接确定相应的输出量Y的值。这种形式的模型最简单，可以按JCGM 100:2008或JCGM 101:2008的规定来处理。
例 量块测量（另见6.2的例子和6.5的例1）
一个标称值为50 mm的量块的长度，是使用量块比较仪通过与一个具有相同标称长度的已知量块测量标准进行比较来确定的。两个量块比较的直接输出表达式是它们的长度差：
                       (29)
其中，
· 是被校量块在20 ℃时的长度；
· 是量块测量标准在20 °C时的长度，由其校准证书给出；
· 是量块测量标准的热膨胀系数；
· ，其中是被校量块的热膨胀系数；
· 是被校量块的摄氏温度值与20 °C参考温度的偏差，
· ，其中是量块测量标准的摄氏温度值与20 ℃参考温度的偏差。
[bookmark: _bookmark6]根据式(29)，输出量l可以用N=6个输入量d、lS、S、δα、θ和δθ表示为显式单变量测量模型：
                                  (30)
模型(30)的右侧构成测量函数。
[bookmark: _Toc203749606]13.4  显式多变量测量模型
以下形式的测量模型被称为多变量显式模型：
                          (31)
其中，是m个输出量，表示m个测量函数。这种形式的模型可以按JCGM 102:2011的规定来处理。
例 电路元件的电阻和电抗
JCGM 100:2008的例H.2中给出的一个电路元件的电阻R和电抗X为：
                                         （32）
这里，式(32)是电阻和电抗的显式多变量测量模型，其中V表示电势差，I表示电流，表示相位角。该模型有N = 3个输入量V、I和，以及m = 2个输出量R和X。电抗通常用符号X表示，不要与表示输入量的通用符号X1、X2等混淆。
[bookmark: _Toc203749607]13.5  隐式单变量测量模型
以下形式的测量模型被称为单变量隐式模型：
                                      (33)
其中，Y是标量输出量，h表示Y和输入量之间的函数。给定输入量的值，无法直接从隐式模型计算出相应的输出量Y的值。更确切地说，方程(33)不易或无法在数值稳定条件下表示为测量函数的形式。通常要使用迭代程序对方程进行数值求解，以获得对应于给定值的Y值。这种形式的模型可以按JCGM 102:2011的规定来处理，其中包含JCGM 100:2008的5.1和5.2中给出的不确定度传播律单变量形式的推广及蒙特卡洛方法。
注1 书写隐式测量模型的方式并非唯一。例如，在7.2.1例2的方程(3)中，可将式(3)左右两侧之差设为零作为测量模型代替该表达式中的方程(3)，此时模型将呈(33)的形式 。测量模型方程求解的数值效率取决于所做的选择。
注2 假定对于接近其估计值的X1, . . . , XN值，隐式单变量测量模型(33)可以解出唯一的Y值。
例 微观球形颗粒的壳厚
确定微观球形颗粒样品覆盖层厚度的一种实用方法是计算等效平面厚度T并乘以一个几何修正项[151]。被测量T与实验测得的独立量A和B之间关系的隐式测量模型为[42］：
                       (34)
其中，A和B是输入量，T是输出量或被测量。无法显式将T重新表示为A和B的函数。根据JCGM 102:2011中的规定，在给定A和B的估计值和后，可以通过数值方法求解该方程得到相应T的估计值。此外，标准不确定度可通过和的标准不确定度的传播得到。
[bookmark: _Toc203749608]13.6  隐式多变量测量模型
测量模型若采取以下形式
                 	(35)
其中输出量Y1, ..., Ym由输入量X1, ..., XN隐式定义，则该模型称为多变量隐式模型。
通常，方程(35)不易或无法在数值稳定条件下表示为如13.4中显式多变量情况中的测量函数f1, . . . , fm形式。通常需通过数值方法，典型方法为迭代程序求解，获得对应于X1, . . . , XN 值的Y1, . . . , Ym值。这种形式的模型可按JCGM 102:2011的规定来处理，其中包含JCGM 100:2008给出的不确定度传播律形式的多变量推广及蒙特卡洛方法。
注 假定对于接近其估计值的X1, . . . , XN值，隐式多变量测量模型(35) 可以解出唯一的Y1, . . . , Ym值。
例 考虑相关性情况下压力天平产生的压力
7.2.1例2中压力天平示例的推广如下：对于i = 1, ... , m，用pi表示施加质量mi和温度ti时所产生的压力，A0、λ、α、ρa、ρw和g的含义同前。给定A0、λ、α、ρa、ρw和g的估计值，通过求解形式(3)的方程可以获得各个pi的估计值。然而，表示各产生压力的量并非独立，因为它们都与A0、λ、α、ρa、ρw和g有关。该测量由多变量测量模型描述，其中A0, λ, α, t1, . . . , tm, m1, . . . , mm, ρa, ρw, g共2m+6个输入量，p1, . . . , pm是m个输出量，测量模型形式为：

其中，tref是参考温度，如20 ℃[113]。
[bookmark: _Toc203749609]13.7  涉及复数量的测量模型
复数测量模型涉及至少一个复数量。复数模型也可以分为单变量显式[形式(1)]、多变量显式[形式(31)]、单变量隐式[形式(33)]和多变量隐式[形式(35)]。关于在测量模型背景下如何处理复数的指南，请参见JCGM 102:2011的6.4。
例 经校准的微波反射仪测得的反射系数
[bookmark: _bookmark13]由经过校准的微波反射仪（如自动网络分析仪（ANA））测得的（复数）反射系数由下式给出：
                                   (36)      
其中，W是表示未修正反射系数的（复数值）量，a、b和c是表征反射仪的（复数值）校准系数[67, 103, 154]。
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共有4个（复数值）输入量 a, b, c, W及一个（复数值）输出量 。式(36)定义了一个显式单变量复数测量模型，右侧构成测量函数。
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[bookmark: _Toc203749610]附录A 主要符号表

本文件中使用了以下主要的符号：
c  灵敏系数（一阶偏导数）
f  测量模型（显示）
h  测量模型（隐式）
m  输出量数量
N  输入量数量
Q  输入量，用于计算其他输入量(X)
s  标准偏差
u  标准不确定度
X  输入量
x  输入量估计值
Y  输出量
y  输出量估计值
其他符号，特别是例子中出现的符号，在出现时均已说明。

[bookmark: _Toc203749611]附录B 线性时不变系统建模动态测量
[bookmark: _Toc203749612]B.1  概述
B.1.1  动态测量是指被测量及至少一个输入量是动态量，即与时间相关的量，并且测量系统的行为取决于其动态特性。一个重要方面是，动态量之间的关系通常通过信号处理[131]和系统论[112]的方法描述，而非代数方程。然而，通过将连续时间模型转换为离散时间模型，一些动态测量模型可以转换为能用JCGM 102:2011处理的多变量模型。本条款提供连续和离散时间动态模型的介绍性材料，并在适用时引用相关文献资源。
B.1.2  动态测量见于计量学的许多领域，如加速度测量[116]、动态力测量[105]、动态压力测量[49]、水听器测量[161]或超快示波器测量[74]。在所有这些应用中，测量系统的输入量和输出量之间的关系通过一个线性时不变（LTI）系统来建模，线性和时不变性的定义见B.2.2和B.2.3。在某种意义上，LTI系统可以视作JCGM 100:2008的测量系统对于动态输入量和输出量的最简单的扩展。关于一般非线性动态系统，参见文献[148]等。
[bookmark: _Toc203749613]B.2  连续时间模型
B.2.1 动态系统的输入信号和输出信号之间的关系在数学上表示为：

其中，表示动态系统的模型。
B.2.2 如果动态系统模型在其动态输入量呈线性，则称之为线性系统，也就是说，对于动态量和以及实值比例因子和，满足：

系统在动态量呈线性不应与非动态系统参数的线性混淆。
B.2.3 当动态系统模型不随时间变化时，称该系统为时不变系统，也就是说，假如
[bookmark: OLE_LINK40]
则的时移将导致产生相同的时移，即

B.2.4 对于LTI系统，系统输入量和系统输出量之间的关系由卷积方程[131]给出：

其中，表示动态系统的脉冲响应。
B.2.5  或者说，系统输入和系统输出之间的关系可以通过具有系统矩阵A、B、C和D的线性状态空间系统模型来建模：

B.2.6 在数学上，LTI系统可以用不同的等价形式表示（如[112，131]）。基本形式是系统在拉普拉斯域中的传递函数，为复变量，所有其他表示均可以由其导出。例如，系统在频域中通过其频率响应表示，是通过传递函数中令获得的；而时域脉冲响应，则是对传递函数进行拉普拉斯逆变换。
注1 因此，LTI系统的校准结果可以是传递函数、频率响应或脉冲响应，结果可以是参数化的或非参数化的。
注2 在本文件中的其他地方虚数单位用i表示，而在信号分析和相关领域中常用j表示。
B.3  离散时间模型
B.3.1 在本子条款中，假定动态系统输出的模数转换导致一个等距的离散时间动态量，对应的动态被测量是离散时间动态量。
B.3.2 时域中的隐式测量模型为：

其中，表示动态系统模型的脉冲响应。
频域中的隐式测量模型为：
               （37）
其中，H在此上下文中表示动态系统模型的频率响应。
B.3.3 时域中的显式模型可以通过构建一个数字反卷积滤波器来导出：滤波器的输入为观测到的系统输出，输出为动态被测量Y的近似[56]。因此，在所选频率以下，滤波器的频率响应等于系统频率响应的倒数。在该频率以上，滤波器则呈现低通特性，衰减高频噪声。显式测量模型如下：

其中，表示采样间隔的持续时间。滤波器系数 和是利用对系统模型的知识，采用诸如最小二乘平差[56]等方法确定。式(38)右侧的附加项表示对所用反卷积滤波器引起的时变误差的修正[59]。此类测量模型的不确定度传播可以采用JCGM 102:2011的方法处理[57, 64, 115]。
例 对于以频率响应在频率处校准的LTI测量系统，设计系数为 的L阶有限脉冲响应(FIR)滤波器，使得当径向频率为时对所有的，其频率响应 满足[64]：

而在该频率之上，频率响应为零。因此，数字滤波器在频段中近似系统模型的逆，并衰减更高频率的频率分量。高频分量的衰减是必需的，以避免其他形式的强噪声放大。例如，通过设计一个模拟系统模型逆的FIR滤波器，并与一个FIR低通滤波器级联使用，可以实现这种衰减。测量模型为：

其中 表示 FIR滤波器系数的估计值，其协方差矩阵为，则在时刻时被测量估计值的不确定度 由下式给出：


其中，表示的协方差矩阵，表示矩阵的迹。
B.3.4 频域中的显式模型可以通过变换隐式模型(37)，并乘以为衰减高频噪声而选定的低通滤波器的频率响应导出，即：

或者通过实施季霍诺夫(Tikhonov)正则化方法导出[157]。此类测量模型的不确定度传播可采用JCGM 102:2011中的方法[58, 74]处理。
例 为了表征医用超声设备，使用水听器来测量确定的超声脉冲波形。由于大多数水听器的动态表现不完美，因此必须对测量设备的影响进行修正[161]。例如，基于经校准的水听器频率响应，可以在频域中进行反卷积，从而得到测量模型：

其中，和在频率处分别表示和的离散傅里叶变换，是为噪声衰减而选择的低通滤波器的频率响应。、和都是复变量。和分别表示实部和虚部，测量模型(39)可以写为：



因此，测量模型是多变量的，JCGM 102:2011可应用于不确定度传播[58]。图10所示的是在进行离散傅里叶逆变换并不确定度传播后，在时域中所获得的估计值，以及相关的逐点不确定度。注意，如式(38)般必须考虑正则化误差[59]。
[image: ]
图10：水听器压力输入信号的估计值和逐点的标准不确定度（实线），以及用参考仪器获得的值（虚线）


[bookmark: _Toc203749614]附录C  建模随机变异
[bookmark: _Toc203749615]C.1 概述
[bookmark: _Toc203749616]C.1.1 随机变异
大多数观测数据集都存在变异。有些变异源于可测量并进行修正的效应。然而，有些变异是不可预测且无法修正的。变异有时只是测量条件、试验材料或其他现象中微小波动累积的结果。在其他情况下，例如辐射计数，变异则可能是所考虑系统的一个基本特征。这种不可预测的变异通常被视作随机变异并进行建模。由于随机变异的存在，所有完整的测量模型中至少应包含一些代表随机变异的项。
[bookmark: _Toc203749617]C.1.2 随机变异建模中的考虑
在随机变异建模中，应考虑：
· 输入量观测值中的随机变异必然将导致相应的被测量值中的随机变异，因此，随机变异通常可以建模为与单个输入量相关的效应，或建模为与被测量相关的效应，这是建模中要做的重要选择；
· 重复观测中的随机变异将受到特定一组测量过程中输入量中发生的任何随机变异的影响。然而，并非所有输入量在给定的一组测量中都必然发生变异，有些甚至可能是常数。因此，特定观测数据集中的变异通常只包含某些输入量中的变异。应特别注意避免“重复计算”或遗漏某些随机效应；
· 随机变异的规模通常会随观测变异的时间周期而变化。多个随机效应可能需要提供模型，以对不同时间尺度上变异效应进行建模；
· 随机效应不一定是相互独立的，因而有必要考虑协方差；以及
· 每个随机效应的实例数量取决于测量所用的特定实验设计。因此，一个完整的随机变异模型应针对特定的实验设计。
[bookmark: _Toc203749618]C.2 将随机变异纳入测量模型
[bookmark: _Toc203749619]C.2.1 纳入随机变异的选项
在测量模型中显式地纳入随机变异的最简单方法是引入一个项，该项代表每个随机变异来源的效应，或包含若干随机变异来源的组合。纳入随机变异有两种主要选项（见C.1.2），可以视作两个极端特例。一种选项是将随机变异与每个单独输入量相关联（见C.2.2），另一个极端是将所有随机变异与被测量相关联（见C.2.3）。
[bookmark: _Toc203749620]C.2.2 与现有输入量相关联的随机变异
当随机变异与模型中某个现有输入量相关联时，通常只需在该量的概率分布中考虑随机效应就足够了。这种扩展可以简单到仅增大现有概率分布的方差，此时，新的随机效应视为某特定输入量不确定度的一个额外贡献。更普遍地，可以将新的随机效应作为新项纳入模型中。例如，一种简单方法是在模型中增加一个期望值为零的相加项，并规定其适当的概率分布及其参数。本子条款中的示例将说明这两种选项，首先是显示识别新的随机效应。
例1 在浓度的简单计算中加上一个随机效应
饮用水中污染物的浓度x的简单模型如下：

其中，Ix是已知体积的试验材料所观测到的色谱峰面积，xref是参考溶液的（已知的）浓度，Iref是相同体积的参考溶液的色谱峰面积。为了显式地考虑例如观测到的试验材料的峰面积中的随机变异，对模型的一种简单扩展可能是：
[bookmark: OLE_LINK24]
其中
[bookmark: OLE_LINK41]
该模型表明，观测峰面积中的随机变异建模为峰面积上的加性效应，具有正态分布，其中心值为零、方差。注意，完整的统计模型(41)和(42)，包含了关于概率分布的声明。
例2 简化地将随机效应纳入现有输入量
本款的例1还可以进一步简化。不是引入新的、以零为均值的项，而是直接将概率分布与峰面积关联，此时模型变为：

（看起来与未修改模型相同。）

其中，μI是峰面积（真）均值。在简单情形下，可以用测得值代替真值μI来进行计算，这种表示法本质上等同于统计模型(41)和(42)。
为清楚起见，上述模型已进行了简化。在实际中，对于峰面积的真值通常并不关注。更完整的统计模型表明峰面积Ix与浓度真值µx成正比，如果用这种方式重写模型，它将是一个需要求解µx的隐式统计模型，由此，当方差较小时，模型(40)可得到很好的近似。
[bookmark: _Toc203749621]C.2.3 随机变异作为与被测量相关的效应
C.2.3.1 将随机变异作为一个影响测得值的直接效应，而不是将其视为对单个输入量产生的一组效应，这样做可能更方便。有时，这种做法是出于建模便捷性的考量，例如，因为研究观测值的分散性比逐一检查每个输入量更直接。在其他情况下，观测值的分散性被发现大于输入量中已知变异所能解释的程度，而且这种额外变异在评估不确定度时需要考虑。这两种情况都可以通过将随机变异的一个或多个来源与被测量而不是单个输入量相关联来解决。
例 实验室环境温度中的随机变异对测得值的效应
实验室环境温度可以通过多种方式影响测量，其中包括引入随机效应。这种效应可能是由于实验室温度中的随机波动影响了测量系统所用电子探测器的热学特性（噪声基底等）。此类随机效应不易用数学方式表示。然而，可以通过实验室的实验来评估由这些随机环境温度变化引起的不确定度。例如，如果在一适当的时间段内（这期间实验室的温度以其通常方式波动）进行多次重复测定，则可以对这一系列测定值进行统计分析，并作为测量的总不确定度的一个分量纳入。另外，灵敏系数的近似值可以根据经验确定（见JCGM 100:2008，5.1.4）。
C.2.3.2 如前所述，模型最简单的扩展是纳入一个均值为零的加性效应。当观测值的分散性在很大程度上与所感兴趣范围内被测量的值无关时，这种扩展最有用。
例 与现有输入量相关的随机变异：另一种表示方式
在C.2.2的例1中，另一种表达方式如下：

[bookmark: OLE_LINK49]
其中，σx涵盖一组特定测量条件下随机变异的所有来源。
C.2.3.3 当已知标准偏差在相关量值的范围内与测得值近似成正比时，选择乘性项而非加性项会更有用。将新项均值设置为1，标准偏差等于观测值的相对标准偏差。另见10.3.4。将随机效应作为加性项或乘性项处理会得到不同的模型。当分散性比较小（如相对标准偏差远小于0.1）时，这些模型的输出几乎相等。然而，通常需要采用不同的计算方法以获得无偏估计值，而且两种模型的概率分布也将不同。
例 包含近似恒定相对标准偏差的随机效应的模型
继续讨论C.2.3.2中的例子，包含一个近似恒定相对标准偏差的随机效应的简单模型如下：



其中分散性同样涵盖特定测量条件下随机变异的所有来源。
C.2.3.4 如C.1.2所述，当随机变异建模为与被测量直接相关的效应时，在处理与各个输入量相关的不确定度时应倍加小心，以确保既不重复计算也不遗漏这些效应。应考虑以下具体问题：
· 当被测量的每个测得值中，某个输入量，比如A，只测量一次（包括多个观测值的单一平均值）时，重复性条件下表示A的观测值中变异的项可以与输入量或输出量相关联，但不能同时与两者相关联；以及
· 当与输出量关联的随机变异与复现性条件有关时，重要的是要意识到，与单个输入量相关的标准不确定度的一些甚至全部贡献都可能出现在观测到的复现性标准偏差中。例如，环境温度的变化（评定与体积测量相关不确定度时可能非常重要的一种效应）将会出现在足够长时间内测得的复现性标准偏差中。在这种情况下，这些贡献不应既包括在这些输入量相关的不确定度中，同时又隐性出现在与观测值相关联的随机效应中。
注  复现性条件导致的随机变异包含绝大多数影响被测量值的效应，这一事实是不确定度评定“自上而下”方法的基础，将在C.5.2中进一步讨论。
[bookmark: _Toc203749622]C.3 随机变异的多元来源 
很多情况下可以识别出不止一个随机变异的原因，例如，环境条件随时间的变化及（如）操作人员的改变，都可以建模为随机效应。将短期变异（通常在一次测量运行之内）与长期变异分开，往往很有用。这种分离确保平均效应在不确定度评定中得到适当的反映。这些单独识别出来的变异来源是统计模型的常见特征，处理方法是直接扩展模型，将随机变异效应（甚至是多个来源）作为附加项纳入模型之中。
例  “组内”和“组间”效应的分离
短时间内（一次测量运行或一天）获得的观测值的变异通常比不同次测量运行中获得的观测值的变异小得多，认识到这一点可能很有用。对模型进行如下简单的扩展以允许纳入第二个此类“随机效应”：

其中，δrun是一个“组间”项，具有自己的概率分布，具有均值（通常为零）和可通过如方差分析等统计方法表征的方差。
注1 诸如（43）这样的模型通常可视作“分层级的”，即同一测量运行中的所有测得值均具有相同的“运行”误差，误差项“嵌套”在运行之中。尽管完全可能存在随机效应的其他结构（例如，使用相同的两台仪器在不同的两天里测量相同的材料，形成一种“交叉”设计），但在层级模型的情况下，不确定度（及其自由度[91，定义2.54]）的处理可能更为简单。
注2 ISO 21748:2016[90]对层级（嵌套）模型在不确定度评定中的使用提供了一些指导；ISO/TS 17503[98]给出的是一些简单“交叉”设计的处理。二者都给出了有关自由度的信息。
[bookmark: _Toc203749623]C.4 非对称分布的效应
当随机效应的概率分布为非对称，或者测量模型对于与其他对称随机效应关联的量来说非线性时，应特别注意。在这些情况下，随机变异常常会导致测得值出现偏差，而且C.3中给出的非常简单的模型扩展可能不适用。此时，更好的做法是将模型表述为数据生成过程的统计模型（见第11条），并且考虑如何最好地获得代表预期测量结果的概率分布的参数的估计值。有时，由非对称分布引起的偏差可以通过纳入一个基于随机效应分散性的修正项（及其不确定度）来方便地解决，其原理与JCGM 100:2008，F.2.4.4中给出的非对称效应的处理方法相同。更一般的替代方法是直接求解由此产生的隐式模型，例如使用最大似然法[133]或贝叶斯法[71]。
[bookmark: _Toc203749624]C.5 复现性研究的使用
[bookmark: _bookmark31]C.5.1 将所有随机变异效应基本并入与被测量相关的少数几个随机效应的模型中，一个特例是用于检验测量程序重复性和复现性的模型组。这些模型聚焦被测量中的随机变异，而不区分与各个输入量相关的效应。
C.5.2 此类模型的一种应用被称为“自上而下法”，这一概念最早由英国皇家化学会分析方法委员会在一篇论文中提出[3]（另见E.1.1）。自上而下法基于以下原理：在协作研究中获得的复现性标准偏差是测量不确定度评定的有效基础[90，附件A.2.1]。见C.5.3。该方法广泛应用于测量和测试领域，在这些领域中，人们普遍认为可以通过该方法获得比较有代表性的标准不确定度。不同的实验室、在不同的时间、采用不同的仪器，以及由不同的人员进行的测量，是在明确定义的复现性条件下进行的。这种方法有时也被称为“纯自上而下法”。自上而下法在食品分析中的一个应用实例见参考文献[119]，有关化学领域测量不确定度相关术语的建议也已在文献[43]中进行了讨论。
C.5.3 在ISO 21748: 2016给出的自上而下法的实施中，测量的基本统计模型如下（遵循参考文献[90, 92, 93]的命名法）[90, 92]：

其中，Y是实验室测量的量；m是测量的“水平”（或Y的“总平均值”）；B是重复性条件下的实验室系统误差，假定服从正态分布，其期望为零，标准偏差σL未知；E是重复性条件下的随机误差，假定服从正态分布，其期望为零，标准偏差σW未知。
注1 实验室系统误差B的值在重复性条件下获得的任何系列观测值中认为是恒定的，但对于在其他条件下获得的观测值通常是不同的。B的方差称为实验室间方差。
注2 随机误差E的值对于Y的每个观测值都认为是不同的。E的方差称为实验室内方差。
注3 的估计值和的估计值均通过实验室间研究或协作研究获得，称为重复性方差。
注4 与Y的值y相关的标准不确定度由下式给出：

其中，称为复现性方差。
C.5.4 在一些协作研究中，测量模型扩展为：

被测量的认证值由的一个估计值及其标准不确定度组成，测量方法的偏倚由的一个估计值及其不确定度组成。
注 Y的值y相关的标准不确定度由下式给出：

C.5.5 在实际中，和可能无法描述所有影响测量的效应所导致的被测量的变异性。协作研究也可能遗漏一些重要的效应。如果，其估计值为xi，不确定度为u(xi)，是描述与被测量相关的加性效应，则测量模型为：

其中，ci是Xi的灵敏系数。
注 模型（44）中的被测量Y与输入量呈线性关系，一个更通用的形式为：

[bookmark: OLE_LINK61]其中，是一个单一加性效应，与量呈非线性关系。Y估计值相关的标准不确定度可以通过模型线性化获得（如JCGM 100:2008所述），如果这样做合理的话，或者通过蒙特卡洛法（如JCGM 101:2008所述）获得。
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[bookmark: _Toc203749625]附录D 多项式表示方法

D.1 一个n阶多项式可表示为：
其中，是所谓的单项式基函数。
D.2 虽然采用单项式基函数描述多项式可以清楚地揭示多项式函数的本质，但在数值计算中使用单项式基函数可能导致数值困难。第一个困难是当变量值的绝对值显著大于1时，项的数值将随着j的增大而变大。这个难题可以通过使用归一化变量V来解决。对于位于区间[xmin, xmax]之内的值：

其所有的幂都位于区间[1, 1]之内。对于低阶多项式（如n4），这种归一化足以避免绝大多数的数值困难。
D.3 第二个困难源自以下事实：特别是当j较大时，基函数j在区间[1，1] 内与j+2非常相似。图11（左侧）所示的是基函数，j-= 1, 2, 3, 4。这种相似性意味着数值病态会随着多项式阶数增大及变量值远离零而迅速恶化，这也正是为什么多项式因存在数值可靠性问题而有时被认为用途非常有限的原因。事实上，此类问题的出现并非多项式本身，而是采用单项式基函数的多项式表示方式（即参数化）造成的。
[image: ]
图11：区间[-1, 1]之内的单项式函数X2j , j = 1, 2, 3, 4 (D.3)，以及（右侧）切比雪夫多项式Tj(V ),  j = 2, 3, 4, 5 (D.4)
D.4 采用具有更好性质的基函数可以获得其他的表达式。切比雪夫多项式就是这样一组基函数，其性质是：它们在区间[1, 1]内相对于权重函数

相互正交。
对于V∈[-1, 1]，它们定义为：；；，j ≥ 2。
切比雪夫多项式也可以通过三角关系定义：

图11（右侧）所示的就是，j = 2, 3, 4, 5。
D.5 切比雪夫表示的另一个优点在于，由于切比雪夫基函数的近似正交性，切比雪夫系数估计值的协方差矩阵往往比单项式形式更接近于对角矩阵。
[bookmark: OLE_LINK71]D.6 对数据进行拟合的中高阶多项式在所关注的区间内可能会出现伪振荡。当期待一个光滑的基础关系时，这种行为就不可取。产生振荡的原因通常是自变量值的选取不合适（如等间距）。通常，应首选n 1阶切比雪夫多项式的极值，并线性转换至所关注的区间[158]，其中n为所考虑的多项式的最大阶数。对于使用m个等间距点进行多项式回归，当n取不大于的最大整数时，这种不利影响将减小。见表9。
表9：校准点数m和近似等间距激励值推荐最大多项式阶数n之间的关系
[image: ]
[bookmark: OLE_LINK72]注1 表达式是更复杂表达式的一种略微保守形式，它是通过比较区间[1, 1]上m个等间距点的间距与Tn的最近极值点之间的距离而得出。
注2 出于操作方面的考虑，建议使用比表9更多的校准点数。ISO 6143:2001 [94]涉及气体分析，其中建议1、2和3阶多项式的最小校准点数分别为3、5和7。经验表明，为了再现校准函数中的曲率，要有更多的数据点，原因之一是校准标准和仪器的响应的不确定度。
注3 《ISO技术规范》[99]中给出了使用切比雪夫表示的多项式校正的更多细节和实例。


[bookmark: _Toc203749626]附录E 因果分析

[bookmark: _Toc203749627]E.1 概述
E.1.1 因果图（也称为石川图或鱼骨图）[61- 63]是一种层级结构图，表明多重效应如何累积以影响某一结果。这样的因果图在最初基于测量原理建立测量模型时很有帮助。因果分析是识别相关贡献效应作为输入量的工具之一，有助于识别与单个输入量相关的不确定度的贡献，并便于将相关效应进行组合，以简化根据实验数据评定不确定度的程序。结合“协调”方法[61]，它还有助于将可用信息（例如，包括质量保证记录和验证数据[62]）与各个不确定度贡献进行匹配，这反过来有助于识别缺失信息，避免测量不确定度贡献的重复计算，以及识别那些通过方法性能研究所获得的信息已充分代表的贡献（特别是随机变异引起的贡献）。
E.1.2 因果图及其在因果分析中应用的全面描述超出了本指南的范围。然而，本附录的例子说明了该原理在构建用于不确定度评定的测量模型中的应用。
注：Eurachem/CITAC指南[63，附件D]给出了因果分析应用于不确定度评定的一般程序。
例 食品中有机磷农药残留
测定某食品中有机磷农药的残留量。具体程序是从已知质量的食品中使用溶剂萃取农药。萃取液经纯化后，定容至已知体积，并使用气相色谱法测定农药的质量浓度。本例中的校准策略是使用纯参考物质溶液进行单点校准。所用测量模型为：

其中，
是样品中农药的质量分数；
是样品萃取物的峰值强度；
是参考标准的质量浓度；
是萃取物的最终体积；
是参考标准的峰值强度；
是萃取和净化（“回收率”）中损失的名义修正；
是所研究的子样本的质量；
是代表中间条件变化效应（精密度）下的因子；
是代表样品不均匀性效应的因子。
为了不确定度评定的目的，fhom和f1的估计值设定为1，其标准不确定度通过验证研究获得。同样地，回收率修正Rop及其相关的标准不确定度也类似地通过验证数据确定。
基于测量模型（45）的因果图如图12所示，其中与各输入量的精密度相关的项合并为一个单独的“重复性”分支。图中其他特征包括影响参考溶液浓度的因子，以及影响体积和质量测定的额外效应。
注：参考文献[63]中提供了有关图12中出现的其他项和本例其他方面的进一步信息。
[image: ]
图12：食品中有机磷农药残留量的因果图。经许可改编自参考文献[63]。
[bookmark: _Toc203749628]E.2  5M方法
E.2.1 另一种综合性方法是按5个类别（如参考文献[29，144]所用的）确定可能的误差原因：
· 机器（Machines）：与测量过程中使用的机器或测量仪器相关的所有效应（正确度、重复性、定量分析、漂移、线性度、滞后、…）；
· 方法（Method）：与测量方法相关的所有效应（测量程序中参数的选择，统计模型的系数，…）；
· 环境（Environment，法语为Milieu）：与环境相关的所有效应（温度、压力、相对湿度、…	）；
· 材料（Material）：与待测量的项目/材料相关的所有效应（硬度、异质性、蚀变性、热膨胀系数、…）；
· 人员（Manpower）：与操作者相关的所有效应（能力、手动读数、…）。
E.2.2 有时，实践者可能将识别出的效应归入两个类别中的任一个，这种选择对后续的不确定度评定没有影响。
例 绳索横截面尺寸测试
在玩具安全性测试中，如果绳索是玩具的组成部分，则需根据欧洲标准[66]执行以下测量程序。在(252) N的张力下，使用卡尺沿长度方向大约等间距的5个点测量绳索的最大截面尺寸。对此方法的常规解释是：2 N视为最大允许误差（见JCGM 200:2012，4.26），它给出了偏离25 N的允许值范围的极限，并且在这个范围内通常按矩形分布处理。被测量是精确到0.1 mm的5个观测值的平均值，以此作为横截面尺寸的近似值。图13所示的是相应的石川图，表示影响测量的效应。
[image: ]
图13：绳索横截面尺寸测量案例的石川图，按机器、方法、环境、材料、人员5个类别的函数来组织

[bookmark: _Toc203749629]E.3 测量系统分析（MSA）
E.3.1 测量系统可以描述为硬件、软件、程序和方法、人力、环境条件、相关设备，以及用该系统测量的对象的集合。在测量系统的实际运行中，该集合中的每个元素综合起来会导致对物体的测量之间产生变异，而这种变异在系统完美的情况下是不会存在的。测量系统可能在这些元素中每个具有不同程度的表现，其中一个或多个可能是引起此类变异的主要贡献者[10]。
E.3.2 进行MSA研究的一个主要目标是评估可能存在的几个方差分量。每一个元素——对象、仪器、操作者、环境和测量方法（图14）——都将有其自身的方差分量，对总变异做出贡献。
[image: ]
图14：测量系统分析

[bookmark: _bookmark43]E.3.3 统计学方法允许对MSA中的方差分量进行估计。分析人员有时可能只对其中一个分量感兴趣，如重复性。其他情况下，可能对两个或更多分量感兴趣。取决于MSA研究的设计，方差分量可以独立评估，也可以组合成一个综合度量[10]。
E.3.4 当用于基于MSA计算测量不确定度传播时，因果图的绘制原则是测量系统的每个元素（图14）在相应的“鱼骨图”或石川图中用一个箭头或一根“骨头”表示，如图15所示。
[image: ]
图15：测量系统分析[32］


[bookmark: _Toc203749630]附录F 测量模型线性化及其充分性检验

F.1 本附录考虑的是非线性模型在的估计值 附近的线性化（见13.1.4）。线性化的测量模型采用以下形式：

其中，Y的估计值为：y = f (x1, . . . , xN)
在式（46）中，c1, ... , cN是测量函数f (x1, ... , xN)对X1, ... , XN的偏导数在x1, ... , xN处的值。方程(46)可直接推广到多变量和隐式模型，以及涉及复数量的模型(见JCGM 102:2011)。
F.2 关于验证不确定度传播律应用于非线性测量模型时的使用指南，请参见JCGM 101:2008和JCGM 102:2011。该验证涉及蒙特卡洛方法。检验线性化是否充分的一种更简单但严谨性稍差的方法如下：
[bookmark: OLE_LINK85]1、依次对每个输入量，构建，即测量函数在除了第i个输入量之外的其他输入量估计值处求得的值，其中第i个输入量替换为xi  u(xi)；
2、同步骤，依此构建，即测量函数在除了第i个输入量之外的其他输入量估计值处求得的值，其中第i个输入量替换为xi  u(xi)；
3、相应地，在这2N种情况下，评估线性化模型（27）；
4、如果线性化模型与非线性模型之间所有偏差的大小对于应用来说都足够小的话，那么线性化模型就适于进行不确定度评定。
f的2N个计算值可用作在输入量估计值下f对Xi偏导数的近似值，因而灵敏系数为：

注1 如果测量函数f对xi呈线性或二次关系，则式(47)是精确的，否则，公式中的数值误差与u2(xi)成正比。
注2 式(47)不适用于具有精确值，即标准不确定度为零的量。
注3 Kragten提出了一个与此密切相关的方法[108]。
例 陶瓷器皿中的镉释放量（另见10.4.3的例2）
将式(47)应用于陶瓷器皿中镉释放量的测量模型(23)，除aV和d以外的所有输入量均可得到精确的灵敏系数，因为该模型对这些量都是线性的。采用估计值及其相对标准不确定度，该公式得出的相应灵敏系数的数值近似为0.002 632，与通过形式求导后获得的实际值0.002 629相比，二者在3位有效数字上是一致的。由于d具有精确值，所以其灵敏系数为零。
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